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偏 微 分 方程 《数学 物理 方程 》 是 应 用 数学 的 一 个 重要 分 
支 。 在 近代 数理 方程 的 研究 中 ， 明 显 地 看 出 两 种 不 同 的 方 
向 : 一 方面 , 生产 实践 和 科学 实验 中 不 断 提 出 大 量 的 新 的 微 
分 方程 课题 (如 非 均匀 介质 问题 、 不 适 定 问题 、 控 制 问题 及 各 
种 非 线性 问题 )， 它 们 大 大 丰富 了 古典 微分 方程 理论 的 内 容 ， 
使 之 获得 了 新 的 生命 ; 另 一 方面 , 使 用 较 抽象 的 数学 方法 ( 泛 
函 、 代 数 等 方法 ) 研 究 微 分 方程 , 可 以 建立 系统 的 一 般 性 的 理 
论 ,在 这 种 理论 中 , 当 已 知 条 件 固 定时 , 所 获得 的 结果 往往 是 
不 可 以 再 改善 的 , 同时 , 为 了 保证 一 定 的 结果 ,所 需要 的 条 件 
往往 是 不 可 能 再 降低 的 . 

本 书 中 ,作者 尝试 “以 热 势 为 纲 ”, 系 统 地 叙述 抛物 型 方程 
的 某 些 结果 ,并 建立 较 完 整 的 理论 . 

长 期 以 来 ,抛物 型 方程 的 研究 ,受到 椭 贺 型 方程 研究 的 启 
发 和 影响 ， 作 者 也 遵循 了 “学 椭 盒 、 搞 抛物 ”的 方针 。 然 而 ,在 
考虑 两 种 方程 的 共同 点 的 同时 ， 作 者 还 特别 注意 了 两 者 的 实 
质 性 差别 . 

热传导 方程 是 最 典型 的 抛物 型 方程 。 传 热 过 程 是 不 可 逆 
过 程 , 在 此 过 程 中 , 时 间 和 空间 变量 是 不 等 价 的 ， 由 此 出 发 ， 
可 以 找到 一 个 函数 空间 B", 它 恰 当地 描写 了 抛物 型 方程 的 
各 种 性 质 , 它 的 作用 ,犹如 在 研究 椭圆 型 方程 时 使 用 的 函数 空 
间 Ce 

本 节 共 分 两 部 分 : 第 一 部 分 是 较 完 善 的 热 势 理论 ; 第 二 
部 分 中 ， 用 热 势 论处 理 了 抛物 型 方程 的 一 些 定 解 问题 。 


blll 


在 第 一 部 分 里 ， 首 先 对 物理 热源 进行 了 数学 分 类 《第 一 
章 ), 并 研究 了 热 势 的 一 般 性 质 ( 第 二 章 )。 热 势 的 光滑 性 是 在 
Bo 空间 中 讨论 的 《第 五 章 )。 细 赋 地 分 析 热源 作用 处 的 温 
度 变化 情况 , 得 到 了 十 分 重要 的 结果 : 热 势 的 直接 值 具有 增 
滑 作 用 (第 六 章 ). 

在 第 二 部 分 里 ,建立 了 B42 空间 的 一 系列 内 播 估 值 ( 第 
二 章 ), 在 它们 的 帮助 下 ,采用 先 验 估计 的 方法 ,获得 了 变 系 数 
抛物 型 方程 的 B”'» 估 值 (第 一 、 二 章 ), 它 完全 类 似 于 椭圆 型 
方程 的 Schauder 估 值 . 在 最 后 一 章 里 , 讨论 了 带 有 间断 系数 
的 抛物 型 方程 的 一 些 定 解 问题 . 

许多 作者 ， 如 Gevrey，Nirenberg，Bbl6opHbl， Ciliberto， 
Friedman，KaMplHHH 和 THxoHoB 等 ， 在 抛物 型 方程 方面 做 了 
很 多 出 色 的 工作 ?, 他 们 的 结果 ， 本 书 中 略 有 介绍 . 

为 了 铺 晰 起 见 ， 本 书 中 只 讨论 了 一 个 空间 变量 的 情形 . 
本 书 的 所 有 结果 ,都 已 经 推广 到 多 个 空间 变量 的 情形 2 

本 书 是 1973 年 夏天 脱 稿 的 .在 写作 过 程 中 ,中 国 科学 院 
数学 研究 所 关 肇 直 同志 和 吴 新 谋 同志 给 了 多 方面 的 帮助 和 热 
情 的 鼓励 ,中 国 科学 院 理论 物理 研究 所 郝 柏林 同志 ,复旦 大 学 
李 大 洪 同志 、 北京 大 学 姜 礼 尚 同志 , 阅读 了 有 关 的 章节 ,提出 
了 宝贵 的 意见 。 作 者 在 此 对 他 们 表示 衷心 的 感谢 . 
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1) 见 参考 文献 [3] 至 [111。 
2)》 见 参考 文献 112] 至 [18] 。 
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第 一 部 分 “ 热 势 论 基础 


第 一 章 热传导 和 热 势 


第 一 节 ”各 种 热传导 问题 


$ 1 有 关 热 传导 的 一 些 知识 


热传导 是 一 种 常见 的 物理 现象 ， 其 宏观 描述 是 以 下 述 物 
理 概念 和 实验 定律 为 基础 的 ， 为 简便 计 ， 只 讨论 均匀 杆 状 物 
体 ,并 假定 杆 足够 细 ， 因 之 , 它 的 各 个 横 截面 上 所 有 点 的 温度 
都 一 样 . 

设 : 是 杆 的 横 截面 积 ,P 是 它 的 密度 , “ 是 它 的 比 热 ， 由 
于 杆 是 均匀 的 ，s、p 和 <。 都 是 常数 。 把 长 为 Ax 一 小 段 杆 的 
温度 提高 Ax 时 所 需要 的 热量 为 

AQ = cpsAxrAn. Ch 

杆 上 的 温度 w(x,?) 是 空间 变量 * 和 时 间 变 量 : 的 函数 ， 
当 杆 上 温度 不 均匀 时 ,热量 便 从 较 高 处 传 向 温度 较 低 处 , 即 杆 
中 产生 热流 。， 传 立 叶 根据 实验 得 到 了 下 面 的 定律 在 At 时 
间 内 , 流 经 截面 x 的 热量 是 


AD = — dsAt 2 (1.2) 


其 中 2 是 杆 上 x* 截面 处 的 温度 梯度 ，4 是 导热 系数 ， 


在 杆 内 有 热源 存在 时 ,引入 热源 强度 的 概念 。 单位 时 间 
内 单位 体积 杆 中 产生 (或 吸收 ) 的 热量 叫 热 源 强度 . 


设 热源 强度 F(z: 妨 为 连续 函数 ， 则 在 上 到 :十 At 时 间 
般 内 ,从 * 到 * 十 Ar 一 段 村 上 得 到 的 热量 可 以 写成 
AO = sAxAtF (x, 1). (1.3) 


$2 热传导 方程 


讨论 一 小 区 村 At， 其 左 端点 为 a， 有 端点 为 na。 
在 时 刻 5 杆 上 的 温度 为 uCxs4)， i 一 1,2。 从 时 刻 
到 时 刻 , 杆 的 温度 提高 了 
各 一 xc 内 一 vc， 
按照 式 (1.1), 把 A 的 温度 提高 Ax 时 所 需要 的 热量 为 
Qi = eps [ul§s t) ~ ul§, 1) Jass 
另 一 方面 ,根据 式 (1.3)。AK 上 热源 放出 热量 为 
90.=—s | FC, rasar; 


最 后 ， 考 察 Ak 两 端 热 量 流动 情况 。 依 据 式 (1.22, 从 4 到 太 


时 间 自 内 , 流 经 x 蕉 面 的 热量 为 
流 经 x; 截面 的 热量 为 


为 简化 问题 ,我们 先 假定 杆 的 侧面 是 绝热 的 。 这样 ,根据 
能 量 守 恒定 律 , Ak 上 的 热量 应 该 是 平衡 的 , 也 就 是 说 ， 等 式 
Qi=0+0— 0 《1.47 

应 成 立 。 把 2; 的 表示 式 代入 式 (1.4) 后 ,得 到 


eo) [aks — «C5, 1as — 


"Zi 


一 全 


一 上 了 F(g, ratdar +d 上 | Oulx, = 本 


和 | zx 一 | (5) 


这 便 是 杆 内 部 ( 指 除 去 两 端 ) 热 传导 现象 的 一 种 数学 描述 。 式 
《1.5) 叫做 积分 形式 的 热传导 方程 

假设 u(x,?) 对 x 两 次 连续 可 微 ,对 : 连续 可 微 一 次 .把 
式 (1.5) 改写 为 


en a 一 de 人 全 二 F (xD， (1.6) 
或 
Us 一 quzx + Txt (1.7) 
其 中 
2= 4, fr) = FD, (1.8) 
cp cp 


式 (1.7) 叫做 微分 形式 的 热传导 方程 , 或 简称 热传导 方程 ，o? 
叫 导 温 系数 。 当 三 0 时， 即 杆 中 无 热源 时 , 式 (1.7) 叫做 齐 
次 热传导 方程 . 

如 果 杆 的 侧面 不 是 绝热 的 , 则 杆 与 周围 介质 有 热 交 换 . 热 


交换 时 , 热量 仍 从 温度 较 高 处 流向 温度 较 低 处 。 根据 牛顿 热 


交换 定律 ,在 单位 时 间 内 ,单位 长 度 的 杆 所 失去 的 热量 为 
0 =—h(u—#), 
这 里 ，* 为 杆 的 温度 , 羡 为 杆 周围 介质 的 温度 〈 它 是 已 知 函 
数 ), 4 叫 热 交换 系数 。 

当 杆 的 侧面 不 绝热 时 , 在 推导 (1.7) 的 过 程 中 , 应 将 
F(x,t) 写 为 F(x, 四 一 hlu 一 ,方程 (1.7) 变 为 

Us = aiWzx — bu + f(x,1), (1.9) 

其 中 


2 


人 fe (1.10) 
cp cp 


$ 3” 初始 条 件 和 边界 条 件 


杆 上 的 温度 分 布 , 除 去 遵循 热传导 规律 外 , 显然 ， 还 同 杆 
的 初始 热 状态 及 杆 两 端的 热 状 态 有 关 . 
初始 热 状态 指 的 是 : 二 0 时 杆 上 的 温度 分 布 
u(x,0) = p(x), (1.11) 
这 里 , gp(z) 定义 在 区 间 丰 一 (0,K) 内 , 天 是 杆 的 长 度 ， 杆 左 
端 位 于 坐标 原点 处 . 
杆 两 端的 热 状态 ,经 党 有 以 下 几 种 情况 . 
1) 杆 两 端的 温度 按 给 定 的 规律 变化 
u(0,2) = (人 3 
es G1 
其 中 心 (5) 定义 在 时 间 区 间 1 一 [0,7] 内 ， 在 这 段 时 间 里 ， 
我 们 考察 杆 上 的 温度 分 布 的 变化 情况 ,i 一 1,2。 ， 
2) 杆 两 端的 热流 强度 是 已 知 的 ， 即 给 定 了 单位 时 间 内 
流 过 两 端 截面 的 热量 ; 


0(0,) = — ds 0 人， 
OK,D) = a 4 


这 时 , 杆 两 端 截面 处 的 温度 梯度 是 给 定 的 : 
ax 一 20: 人 
Ox ds ” 


Ou(K, 1) QCK,?) 
or Td 

这 里 的 vi(z) 定义 在 1 内 ,i 二 1,2. 
3) ”如 果 杆 两 端 不 是 绝热 的 ,而 与 杆 端 介质 有 热 交 换 , 那 


《1.13) 
一 2a(zD; 


么 ,在 单位 时 间 内 ,从 杆 端 流出 的 热量 是 
5 =h(u— 5, (1.14) 
其 中 过 是 杆 端 介质 的 温度 .0 应 同 杆 端 截面 处 的 热流 强度 
相等 , 即 
EA 
Or d d 
PD ck, Dd = A ; 
此 处 , 而 (1) 和 而 (#) 以 及 名 和 所 分 别 是 杆 两 端 介质 的 温度 
和 它们 的 热 交换 系数 。 
通常 ， 式 〈1.11) 叫 初 始 条 件 或 始 值 条 件 ， 式 〈1.12)、 
C1.13) 和 (1.15) 叫 边界 条 件 或 边 值 条 件 ，。 


$4 ， 杆 的 伸缩 


前 面 ,假定 了 杆 的 两 端 是 固定 不 动 的 ， 但 是 ,很 多 实际 问 
题 中 , 杆 两 端 (或 一 端 ) 的 位 置 是 随时 间 而 变化 的 。 最 简单 的 
情况 是 杆 的 长 度 随 温度 变化 而 伸缩 。 考虑 到 这 种 情况 , 应 当 
认为 杆 两 端的 位 置 (或 杆 长 ) 是 时 间 的 函数 ,例如 , 杆 左 端 位 置 
随时 间 变 化 的 规律 用 函数 * 一 心 (5D) 描写 ， 而 另 一 端 是 * 一 
AGE 

在 讨论 杆 上 温度 分 布 时 ， 经 常 认为 杆 的 伸缩 规律 是 已 知 
的 , 即 gC) 和 风 (z) 是 事先 给 定 的 。 这 时 , 边界 条 件 的 形状 
也 随时 间 而 变化 ， 即 在 式 (1.12), (1.13) 和 《1.15) 中 应 将 0 
和 KK 分 别 变换 为 p.(z) 和 2)。 


(1.15) 


$5 有 限 均 匀 体 的 热传导 问题 


数学 物理 中 有 限 均匀 体 的 热传导 问题 的 提 法 是 ， 当 已 知 
杆 端 位 置 变 化 情况 ， 在 给 定 杆 的 初始 温度 和 杆 两 端的 热 状 态 


。5。 


后 , 按 热传导 规律 确定 杆 上 的 温度 分 布 ; 即 根据 已 知 的 初始 条 
件 和 边界 条 件 寻 找 热传导 方程 的 解 . 
现在 ,依据 边界 条 件 的 不 同形 状 , 列 出 热传导 方程 的 各 种 
定 解 问题 . 
设 
Si= {r= ph,0 SST} (= 1,2) 
是 (x,) 平面 上 两 条 不 相交 的 曲线 ,G2) 二 加 ,0 过 
上 委 T。 以 两 条 平行 的 直线 :一 0 和 + 一 7 及 上 述 两 条 曲线 
为 界 的 开 曲 边 梯形 区 域 记 为 g: 
g= {Dp <x < ,0 < a7}. 
第 一 边 值 问题 : 
w= a + frst), (x, Eg; 
ulx, 0) = px), xER= {x, hl0) Sx p00)}; 
ulsy= X(t), i=1,2, 1€l={:,0<i1< T}; 


第 二 边 值 问题 : 
fu 一 ace 十 1z x, Eg; 

u(x, 0) 一 p(x), x€ ks 
Ou 
Del; = X(t), i=1,2, zt€l; 

第 三 边 值 问题 : 
us 一 ahrx + fx, £), (x, ) Eg; 
u(x, 0) 一 p(x), x€k; 
[+ (Du | 一 为 (D)， i=1,2, tel. 


满足 以 下 条 件 的 函数 * 称 为 上 述 问题 的 (古典 ) 解 : 
1) u(x, 作 在 开 区 域 8 内 满足 热传导 方程 
us = aluzx + fx, 7); 


2) u(x, 在 闭 区 域内 连续 ,并 且 , 在 《内 ， 


u(x,0) 一 p(x); 


当 问 题 为 第 二 或 第 三 边 值 问题 时 ，2e- 在 内 连续 ; 


3) xz 六，2ge 或 它们 与 w (9) 所 构成 的 线性 组 
合 在 曲线 S; 上 取 给 定 的 边 值 C2) ,i = 1,2. 
还 有 一 个 问题 值得 注意 。 热传导 问题 如 果 提 得 合理 , 杆 
的 初始 热 状态 和 其 两 端的 热 状 态 必 然 有 一 定 的 协调 关系 。 例 
如 ， 对 第 一 边 值 问题 而 言 ， 由 初始 条 件 给 出 的 杆 端 的 初始 温 
度 ， 应 该 和 由 边界 条 件 所 确定 的 杆 端 在 初始 时 刻 的 温度 是 一 
致 的 ,也 就 是 说 等 式 
XC0) 一 CC0))， 
XC0) 一 CoCo0)) 
应 该 成 立 。 这 便 是 第 一 边 值 问题 的 协调 条 件 。 关 似 地 ， 第 二 
和 第 三 边 值 问题 的 协调 条 件 分 别 是 : 
(0) = Lb, 一 12; 
dx 


Xi (0) 一 2 十 四 (0)g (bi (0)), i = 1,2. 
x 


$6 哥 西 问题 


当 杆 足 够 长 时 ,在 较 短 的 时 间 内 ,村 两 端的 热 状 态 对 杆 中 
部 的 温度 影响 很 弱 ， 这 时 ,如 果 杆 上 没有 热源 , 那么 , 杆 内 部 
的 温度 分 布 主要 取决 于 杆 的 初始 温度 ,因此 , 杆 的 长 度 的 意义 
就 不 大 了 。 换言之 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 将 讨论 无 穷 长 杆 上 的 
热传导 问题 ， 或 热传导 始 值 问题 ， 它 亦 称 哥 西 问题 ， 其 提 法 
是 : 寻找 在 闭 半 平 面 + 之 0 上 定义 的 函数 w(x, 力 , 使 其 在 开 
半 平 面 :> 0 上 满足 齐 次 热传导 方程 


ti 一 02trry 1 之 0, 一 0D0 <z 之 00， 
并 在 上 一 0 时 取 已 给 的 初始 值 : 
u(x,0) = p(x), 一 "DO <x 王 co。 


4 7 两 种 不 同 介质 中 的 热传导 问题 


现在 , 假定 杆 是 由 两 种 不 同 的 均匀 介质 构成 的 。 设 第 i 
种 介质 的 温度 为 (x, 们 , 导 温 系数 为 a?， 比 热 为 c;, 密度 为 
pis 其 中 热源 的 强度 为 Fi(x,7), i 二 1, 2. 
为 了 写 出 这 两 种 介质 中 的 热传导 问题 ,引入 下 列 符号 
设 
$j;= {x2), x = ,0<iET} (j=1,2,3) 
是 (x, 四 平面 上 三 条 互 不 相交 的 曲线 , 5, 和 5; 是 杆 左 右 端 点 
运动 的 轨迹 , 5; 是 两 种 介质 分 界 点 移动 的 轨迹 。 区 域 
gi = {x,2), pit) ripbinl),0<t<7T} (= 1,2) 
“是 由 杆 端 所 限 、 由 介质 分 界 点 所 分 的 相 邻 的 两 个 开 曲 边 梯形 , 
区 间 
ki= {x, xi = hi (0) Sx Epin0) = xn) (= 1,2) 
是 杆 的 两 部 分 的 初始 位 置 , ”> 是 介质 分 界 点 的 初始 位 置 . 
在 介质 分 界 点 上 ， 我们 考虑 温度 和 热流 平衡 关系 式 的 一 
般 形式 : 


uls,_ — wls, = #7), o0<i<7, 


6 el 0) Se =it0), 0 和 :和 7T; 


此 处 , 记号 9- 和 S+ 分 别 表示 从 区 域 g, 和 8 方面 所 取 的 在 
3 上 的 极限 值 。 上 述 二 关系 式 称 为 交界 条 件 . 
这 样 ， 两 种 不 同 介质 中 的 热传导 问题 构成 了 带 有 间断 系 
数 的 热传导 方程 的 边 值 问 题 , 它 的 提 法 是 : 寻找 在 闭 区 域名 
内 连续 的 函数 wm(*,2， 使 之 在 & 内 满足 方程 
8. 


Liu = 4 (zs 人 Ee dulx ,2 2 fiCx,) 


= ED), ;1, 2; 


以 及 以 下 诸 条 件 : 

1) 初始 条 件 
ux, 0) = pi(x)， x€kisi=1,2, 

2) 交界 条 件 
ul|S,_ — wls,. = £7), 0 过: 和 了， 


au 二 人 CF 9 


3) i 
ul|s; = Xi(t) » Ep ey 
i 二 1, 2.〈 第 一 边 值 问题 ) 


5 0 3 一 (0， 0 和 :< 和 7; 


或 
[Ou/Ox + ouls = X(t)), st€l, j=2i—1, 
i 一 1, 2,〈《 第 二 ,三 边 值 问题 》 
同 有 限 均 匀 体 热传导 边 值 问题 一 样 ,要 使 上 述 问题 有 解 ， 
还 必须 在 杆 两 端点 及 介质 分 界 点 处 (x; = $; (0), 0) (二 
1, 2, 3) 成 立 相应 的 协调 条 件 , 即 在 这 些 点 上 ,问题 的 边界 条 
件 、 初 始 条 件 和 交界 条 件 间 要 满足 一 定 的 协调 关系 (等 ) 式 . 


第 二 节 ”基本 解 的 性 质 


本 书 内 ， 采 用 数学 物理 的 方法 讨论 宏观 上 的 各 种 热传导 
现象 ， 在 我 们 所 使 用 的 方法 中 , 热源 的 研究 起 着 非常 重要 的 
作用 。 我 们 将 按 分 布 区 域 和 作用 方式 对 热源 进行 数学 分 类 ， 
并 讨论 它们 对 杆 的 温度 的 影响 ， 这 里 , 先 对 热源 的 概念 做 数 


9 。 


学 的 抽象 ,以 阐明 其 准确 的 涵 意 . 


$1 瞬时 点 热源 


今后 , 除非 特别 指明 , 只 讨论 侧面 绝热 的 无 穷 长 杆 ,在 时 
刻 * 以 前 ， 杆 上 各 处 温度 均 为 零 . 假定 从 7t 到 Tt 二 Ar 这 段 
时 间 内 ,在 杆 上 5 处 有 一 热源 作用 , 放出 热量 9, 它 使 处 附 
近 的 温度 有 了 变化 ,或 使 杆 上 温度 分 布 变 为 

ao 一 人， r+>8+AE,x<E— 人 As, 

ua(*)>>0, 858—AE<xr<E+As, 

其 中 wa(x) 为 连续 函数 。 

这 时 ,根据 式 (1.1) 有 


co 人 ec dr 一 0， QD) 
如 果 当 Ar -0 时 ，A5 一 0, 并 且 , 当 Ar 足够 小 时 ， 式 
(2.1) 恒 成 立 , 因 之 ， 


Ar0 


这 时 ， 我 们 称 在 时 刻 * 在 杆 上 处 作用 有 一 个 强度 为 2 的 图 
时 点 热源 , r 为 热源 作用 的 瞬时 ,# 为 热源 的 作用 点 。 


$2 基本 解 


定义 ”在 强度 为 9 一 co, 作用 点 为 5、 作 用 瞬时 为 + 的 
瞬时 点 热源 作用 下 ， 描 写 时 刻 r 前 温度 为 零 的 无 穷 长 杆 上 温 
度 变化 的 函数 G (*, t; ,tr) 叫做 热传导 方程 


Ou(x, _ Ou(x, 2D (2.3) 
Ox’ or 


的 基本 解 . 
为 了 寻求 基本 解 ， 先 假设 限定 热源 形成 方式 的 (2.2) 式 


lim [ee 人 vodz] = 0, Gd 


是 以 一 种 最 简单 的 特定 办 法 实现 的 ， 即 点 热源 是 以 线性 方式 
形成 的 : 当 Ar 足够 小 时 ， 


0， xz 总 十 As xz 一 一 As， 
五 o-| 


二 (2.4) 
二 和 < 
在 瞬时 点 热源 作用 后 ,热量 由 热源 作用 点 向 无 穷 长 杆 两 


端 传导 . 因此 ,为 寻求 G(x, t; ,+r)， 先 求解 热传导 始 值 问 


题 : 
Axr 一 uss 1 二 7T 十 Ar， 一 <x 一 oo 
WO 一 0 xz 一 oj; 
然后 再 找 出 当 Ar 一 0 时 这 个 问题 的 解 Ga 的 极限 
由 于 热传导 方程 是 线性 的 ， 可 以 把 问题 (D) 的 解 写 成 差 
的 形式 : : 
Gar=G— G6 


其 中 Gl 是 问题 
drs 一 Wiy t>t+Ar,—% <r<%; 
一 一 As。 
GD 0， x<$ 3 
H | kx=r+Ar ua(x) 一 入 ， x > 二 一 As; 
2As 
的 解 , G; 是 问题 
Gsx 一 ss t>t+Ar,—oO<x<%; 


0 ， xz 一 十 As， 
zj-+ar 一 waa (x) -| 
\ 2AE 


《II 


2 十 AS 


的 解 . 
为 了 求解 问题 (ID 及 《ID ， 在 改变 时 间 和 空间 零点 位 
置 后 ,只 需求 解 问题 : 


ws 


are si > ds -0 ro%; (2.3) 


dv) 0、 x=0, 
A ©-| 1 i 
\ 2A5> . 


在 宏观 上 研究 热 现 象 时 ， 空 间 变量 和 时 间 变 量 并 不 是 等 
价 的 ， 式 (2.3) 中 的 等 号 说 明 ， 温 度 对 时 间 变 量 的 一 次 微分 
相当 于 其 对 空间 变量 的 两 次 微分 。 这 种 时 空 变量 在 量 纲 上 的 
不 一 致 性 ,给 我 们 一 种 提示 : 在 求解 问题 IV 时 , 先 统一 量 纲 ， 
然后 ,再 解 算 问 题 。 因 此 ,我们 设 


u(r, 1) 一 «(2 1), 


Ve 
再 设 
六) =2Asu (大: ) 
引用 新 变量 
1 
i 
后 ,有 
Ou 1l dg. 
Or 21A8 dy 
Ou _ _» dg. 
oz 41AE dy” 
将 其 代入 (2.3) 式 得 
2.4d’g_ Te dq 
24 ry (2.6) 
《2.5) 式 则 变 为 
4( 一 c) 一 0， 4(co) 一 1 (2.7) 
常 微分 方程 (2.6) 容易 求 积 
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ae 


5 a 


a de 


ER 
7 ‘40 
9 一 ce “， 


为 满足 (2.7) 式 中 第 一 个 条 件 ,写成 
yy 
4 一 c 亿 e dz 一 ci 区 ce dv, 
由 (2.7) 式 第 二 个 条 件 推 得 
1 7) a | Vz 


即 
a= 于. 
Vr 
因此 ， 
u(x, 1) 一 ge "dy 
2V AE J 
业 1 
2A5 2 [i+e G5) 
为 问题 (IV) 的 解 ,此 处 
本 本 
0 0) 一 志 eridy 
是 误差 积分 . 
所 以 ,问题 (D 的 解 为 


Gar (zy 68r) = -1[o( x 一 上 十 AS ) 


(A | 
gy ed) 
由 瞬时 点 热源 的 概念 知道 ; 当 Ar 一 0 时 , 全 一 0, 因 之 ， 
所 求 的 基本 解 为 


-3+ 


G(x, 1; 8,7) 一 dm Gar(r, 4; §, 7) 


8 .14 n= 
-二 记 "把 元 生 ) 
总 一 =- 和 和- (2.8) 
2aV a(t —t) 

《2.8) 式 是 点 热源 以 特定 的 《2.4) 式 方式 形成 时 所 求 得 
的 基 太 解 。 还 需 进一步 证 明 ， 以 任何 一 种 满足 要 求 《2.2) 式 
的 方式 所 形成 的 点 热源 ， 对 无 穷 长 杆 温度 分 布 的 影响 都 是 用 
同一 个 函数 (2.8) 式 来 描述 的 。 为 叙述 方便 起 见 ， 这 个 证 明 
放 在 第 四 章 第 二 节 中 。 这 里 , 我 们 先 讨 论 G (z, 2 5 7) 的 一 
些 性 质 。 


$3 基本 解 的 性 质 


1) 在 任何 x, (一 © <x, 上 一 co) 和 4:>z 值 
G(x, 1t; 5 7) 过 0. 

这 说 明 一 个 极其 明显 的 事实 : 既然 热源 放出 热量 ,那么 ,无 论 
它 作用 于 何 处 ,在 它 作 用 后 ,必然 提高 杆 上 各 处 的 温度 . 

2) 空间 变量 * 和 上 在 基本 解 里 是 对 称 地 出 现 的 ， 这 符 
合 于 互 易 原 理 : 在 处 的 热源 对 * 处 的 影响 与 在 * 处 的 热源 
对 “处 的 影响 是 相同 的 ， 即 瞬时 点 热源 的 作用 关于 空间 变量 
是 可 易 的 ; 但 是 , 时 间 变 量 + 和 7 在 基本 解 里 不 是 对 称 的 ,这 
说 明 热传导 过 程 是 不 可 逆 过 程 ， 即 任何 传 热 过 程 均 不 可 能 有 
逆 过 程 , 或 者 说 ,不 可 能 使 杆 连续 经 历 与 原 传 热 过 程 中 在 时 间 
顺序 上 恰好 相反 的 各 个 热 状态 。 也 就 是 说 , 热量 只 能 自发 地 
由 整 化 零 ,而 不 能 自发 地 由 零 紊 整 . 
3) 根据 式 (1.1), 在 任何 时 刻 : > rz， 整 个 杆 上 储存 的 
热量 为 : 
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3 Glr, 1; ,Td — 0 


我 们 只 是 在 宏观 方面 讨论 了 理想 的 热传导 : 热源 在 瞬时 
工 所 提供 的 全 部 热量 ,在 整个 传 热 过程 中 ,没有 任何 损耗 ， 

4) 现在 讨论 杆 的 温度 分 布 图 象 

为 此 ， 讨 论 在 固定 时 刻 杆 上 各 处 的 温度 分 布 及 杆 上 固定 
点 的 温度 随时 间 变 化 的 情况 . 

为 直观 起 见 ， 设 二 一 z 一 0, a? 一 1, 式 (2.3) 的 基本 解 
变 为 


图 一 给 出 了 不 同时 刻 的 杆 上 温度 C 随 zx 变化 的 情形 ， 从 
图 上 立刻 看 出 , 当 * 足够 小 时 ,曲线 所 界 的 面积 几乎 都 在 原点 
附近 , 也 就 是 说 , 热源 作用 后 的 短 瞬间 ,热量 基本 上 都 集中 在 
热源 作用 点 附近 ， 而 在 热源 作用 瞬时 ， 所 有 热量 都 集中 在 作 
用 点 上 . 
。15 。 


从 图 一 及 G (x, ) 的 分 析 式 均 可 见 , 当 上 一 了 时 ,G (x， 
7) 在 x 一 0 处 取 最 大 值 即 在 固定 时 刻 ， 热 源 作用 点 的 温度 
是 全 杆 上 最 高 的 温度 . 

热源 作用 点 处 x 一 一 0) 的 温度 Go 随时 间 变 化 的 规 
律 是 


1 
2Vat” 
因此 , 在 热源 作用 后 的 瞬间 , 热源 作用 点 处 温度 足够 高 ,在 热 
源 作用 瞬时 , (z 二 + 二 0) 这 点 的 温度 无 限 高 . 

在 热源 作用 点 外 x 一 > 关 0 各 处 ,温度 随时 间 变 化 的 规 
律 是 


GoCz) 一 


2WM zt 


下 图 二 画 出 了 不 同 点 处 温度 随时 
< 闻 变 化 的 情形 . 当 * 足够 大 时 ， 
r=0 G 一 Go 即 热 源 作 用 相当 长 的 
时 间 后 。 杆 上 各 处 温度 趋 于 一 
致 ; 当 上 足够 小 时 , Go > G, 即 
热源 作用 后 的 短 瞬 间 ， 热 源 作 
用 点 的 温度 远 高 于 杆 上 其 它 点 
的 温度 。 不 难看 出 , 当 t>r 二 0 
图 时 ,热源 作用 点 外 各 处 温度 均 
趋 于 零 . 

做 为 (x, ) 的 函数 ,通常 ,还 把 基本 解 G 叫做 瞬时 点 热 

源 的 温度 影响 函数 . 
5) G(x,1; 5。 r) 关于 (x, 已 满足 方程 (2.3), 关于 

《5, 7) 满足 方程 
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OnE 7) — Ou(s,7) . (2.9) 
EE Br 


6) 在 + 时 刻 ， 作 用 于 5 处 的 强度 为 0 的 瞬时 点 热源 的 
温度 影响 函数 为 


2 Gx, 1; ,7), 
cp 


这 里 的 2 亦 可 取 负 值 ， 


第 三 节 各 种 热 势 的 意义 


$1 单 层 热 势 


假定 在 杆 上 5 处 有 一 热源 ， 在 时 间 段 0<r < 7 内 连续 
作用 . 如 果 在 单位 时 间 内 热源 放出 热量 j《7), 0<+< 7， 
则 称 在 5 处 有 一 固定 的 强度 为 1《7) 的 连续 作用 的 点 热源 . 显 
然 , 从 初始 时 刻 + 一 0 到 时 刻 ,热源 共 放 出 热量 


9 = iar. 
现 设 杆 上 有 一 点 热源 ， 其 作用 点 沿 曲线 5: {5 二 几 (7)， 
0 过 + 过 7} 移动 ， 其 强度 9 (r) 为 连续 函数 。 从 时 刻 + 到 


Tr 十 Ar, 此 热源 可 视 为 一 强度 为 Gr)Ar、 作 用 点 为 & 二 (7)、 
作用 肯 时 为 + 的 瞬时 点 热源 ,其 温度 影响 函数 为 


QD Gr, 1; pr), DAr. 
cp 


此 点 热源 从 时 刻 : 一 0 连续 作用 到 时 刻 上 对 杆 的 温度 影 
响 为 


二 | ocDcdr ss gr), rar 
cp 
= [xc®) G (x,t; PT), TdT = 


17. 


=V[p] =V(x, 72), 


它 叫 单 层 热 势 . 
Cys 2 
叫 热 势 的 密度 ,$ RU 热 势 的 分 布 曲线 . 
$2 双 层 热 势 
设 在 瞬时 r， 有 一 强度 为 8 的 瞬时 点 热源 作用 于 杆 上 
5 十 AE 处 , 另 一 强度 为 一 8 的 瞬时 点 热源 作用 于 杆 上 5 一 人 A8 he 


处 . 这 种 热源 叫做 瞬时 热 偶 极 子 ，$ 叫做 偶 极 子 的 作用 点 ， 
N 一 20 A 叫 热 偶 极 子 矩 。 
当 As dn 瞬时 热 偶 极 子 的 温度 影响 函数 为 
2 Ey 2 
cp 


i S 移动 , 偶 极 子 矩 N(r) 随 
时 间 连 续 变 化 。 热 偶 极 子 从 开始 时 刻 + 一 0 到 时 刻 + 连续 作 
用 的 温度 影响 函数 是 


[2 EC Ds 3 


ocp 


= 人 > OG(x, $2 dr Pe 


= W[l»] = W(x, 1), 
它 叫 双 层 热 势 . 
vr) = ND 
cp 
叫 热 势 的 密度 ,3 叫 热 势 的 分 布 曲 线 ， 
单 层 和 双 层 热 势 统称 为 曲线 热 势 . 
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$3 面 热 势 


设 在 无 穷 长 村 上 有 一 连续 分 布 连续 作用 的 热源 ， 其 强度 
f(x,t) 是 连续 函数 。 从 时 刻 z 到 十 Ar, 在 5 到 点 十 全 一 
段 杆 上 产生 的 热量 为 

A0 =—1(8,7) As Ar.。 

将 此 视 为 时 刻 r 作用 于 5 处 的 瞬时 点 热源 ， 则 其 对 杆 的 

温度 分 布 影响 为 


2 人 2c (xy 13 5 rr) 一 5 7) 6G (x, 1; 5 r) AEAr。 
cp cp 


设 热源 在 时 刻 z 的 作用 区 域 为 区 间 := {5,，g(7) 入 上 委 
(7)}, 0 过 + 志 TT. 这 时 , 热源 从 时 刻 z 王 0 作用 到 时 刻 * 
的 温度 影响 函数 可 写 为 
[ dr [2 G(x,t; §,T) dE dr 

p 


0 ifr) C 
= || oe, D6 ss ddr = UIp] = Us,), 


此 处 8 为 (#，r) 平面 上 一 有 限 区 域 , g == {8, ), (7) 
Eh 0<t<T}. 
ULp] 叫做 面 热 势 ， 
plE, 7) = HED 


cp 
叫做 热 势 的 密度 ,有 了 时 称 口 分 布 在 区 域 2g 上 ,或 称 8 为 面 热 势 
口 的 分 布 区 域 。 
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第 二 章 ” 热 势 的 基本 性 质 
第 一 节 微分 公式 


区 域 被 直线 :=t, 所 截 的 下 半 部 分 记 为 gp (0<w 和 7)， 
区 域 gf 的 两 个 侧 边 分 别 用 [S]? 和 [S:]?# 表示 。 为 方便 起 
见 , 有 时 只 写 54, 它 可 以 是 [5.]#， 也 可 以 是 [S:]p。 不 失 一 
般 性 ,可 设 二 1, 这 时 ,热传导 方程 为 


Ou ex . 
5 (1.1) 
各 种 热 势 为 : 
人 pr) [x— $F 
V[4] | | S00) dr, (1.2) 
一 (pr)Cz — bil7)) [zx 一 必 ol 
wlpl | i cp{ 一 ey jw， (1.3) 
a (ar (wpsz) (x 
Jel 上 和 he 2V x(t— rt) “| 4( 一 | 0 
(1.4) 
“1 单 层 热 势 的 导数 
当 0<: 委 了 时 ,在 曲线 S 外 ， 
EL -~ wn]. C1.5) 


现 设 wo 和 由 (ez) (可取 由 或 加 为 $) 在 1 内 有 连续 
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- 


的 和 导数: 当 0 二 :过 7 了 时 ,在 曲线 5S 外， 
3al = V[p] 十 于 [et] 


十 A exp { = CO) 了 |、 (1.6) 
2 


i 4 1 


zt 
当 上 >0 时 ,在 曲线 3 外 , 单 层 热 势 了 [w] 满足 (1.1). 
$ 2 双 层 热 势 的 导数 


由 (1.5) 推 得 
OwWl[p] _ _ OvV[p] (1.7) 
ox Bf “ 


假定 &(D) 和 (2) 在 1 内 有 一 次 和 两 次 连续 的 导数 . 当 
1 之 0 和 (x, DES 时 ， 
lal = WI tup)] — Vip + pp"] + 


4(0) , Wt $0) . 
中 pl [> 《0) 十 es | x 


[x— yO 
X exp { }. (1.8) 


当 4 > 0 时 ,在 曲线 5 外 , 双 层 热 势 满足 (L.1)， 
$ 3 面 热 势 的 导数 
设 p(xs ) 在 内 对 + 连续 可 微 , 则 
Wlel v0 22] + Vio ,)] 
— Valpl2(t), 2)1, (19) 
上 起 右 端的 热 势 Pi 分 布 在 3 上 , i 一 1,2. 


。21 。 


假定 yw(z) 和 8o/8: 连续 ,i 一 1, 2, 则 


aU[p] _y [90 : 加 
el va | + Vit pc) , D1 


AAGICAGHD)) 
2(0) — EY? 

十 元 人 eve， 0)exp 仁 和 3 dt. 
(1.11) 
公式 (1.5) 一 (1.11) 统称 热 势 论 的 微分 公式 . 它们 说 明 
了 各 种 热 势 及 其 导数 间 的 关系 。 由 这 些 公式 可 以 看 出 ， 当 
1 一 0 时 , 若 密度 取 零 值 , 则 各 种 热 势 的 导数 仍 是 热 势 , 即 具 有 

已 知 密度 的 热 势 的 导数 可 以 用 具有 其 它 密 度 的 热 势 表示 。 


第 二 节 基本 公式 
$1 非 齐 次 热传导 方程 


从 热传导 方程 的 推导 过 程 和 面 热 势 的 意义 可 以 看 出 ， 面 
热 势 (1.4) 在 8 内 满足 非 齐 次 热传导 方程 


On Ou 
5 Ps 2). (2.1) 


现在 ,我 们 严格 证 明 这 个 结论 . 
1) 先 讨论 o = 1 的 特殊 情形 . 
由 (1.9) 看 出 
2 V1 — vl], 
再 应 用 (1.5) 得 到 


eU[1] _ Vl _ OV{1] _ 了 [1] — wl1], 
Oxr’ Or Ox 


这 里 , W 和 V 的 下 标 i(i 一 1, 2) 表示 热 势 分 布 在 曲线 5; 上 ， 
利用 变数 替换 
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全 


a 
2Wz 一 r 


可 以 验证 , 当 (x, 四 Eg 时 ， Te 
C2 BD ee 
elt m1 Wl]; 

由 上 面 的 计算 结果 得 到 
PUI] _ UI] 1 
Or? Or 1 
即 单位 密度 的 面 热 势 满足 非 齐 次 热传导 方程 
Ou _ Ou - 
Or or 
2) 现 讨论 一 般 情形 . 


令 (xo, to) 是 区 域 中 任意 一 点 。 我 们 证 明 , 面 热 势 
V[p] 在 此 点 满足 非 齐 次 热传导 方程 (2.1)。 
把 U[p] 写成 
Ul[p] = p(xo, 1)U[1] + ULpls, r) — plx0, 10)], 
其 中 
Ul[po(s, r) — plxo, 10)] 


= jlo, DD 一 oo mlcco 5 §, tdidr = 
Wes (2.2) 
根据 前 一 段 的 结果 ， 为 了 证 明 U[p] 在 (xos 4) 满足 
(2.0 ,只 需 证 明 函 数 U* 在 这 点 满足 齐 次 热传导 方程 ; 然而 ， 
基本 解 满足 齐 次 热传导 方程 ,因此 ,只 要 证 明 :在 (xo 4) 点 ; 
导数 
PU*(x, 1) 


Br x=x0 
t=to 


和 
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OU*(x, 2) | 
Bt 0 


可 在 《2.2) 中 用 积分 号 下 微分 法 直接 计算 , 妈 
ee 一 ee] 
x POss 1: bt) 
Or? 


| -asar， (2.3) 
| = (tec, 7) — oC, 10)] 
» x 9 5) | ,aar. C2.4) 
这 两 个 等 式 可 以 类 似 地 证 明 , 我 们 这 里 只 证 明 头 一 个 . 
3) 为 了 证 明 (2.3), 假定 p(x ) 在 8 内 对 * 和 + 连续 
可 微 . 这 时 ， 
po 可 一 pm 本 一 0Clam 一 引 上 一 zD。、 C2.5) 
为 验证 (2.3) 的 正确 性 ,只 需 证 明 它 右 端的 积分 在 
(zu 各 点 附近 是 一 致 收 全 的。 容易 看 出 
2 2 1 x 
Wo 
CE 
a 
由 于 对 所 有 的 * > 0 和 0 < 3 < 1 下 列 不 等 式 成 


ez 一 O(Cx 


)， 


cx 一 0OCGr 2 5 


1) 不 等 式 c* 二 0(x) 以 后 经 常用 到 , a 之 0, *>0. 在 各 个 具体 清 况 ， 将 
根据 需要 适当 地 选择 <. 
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和 


‘ 


I S|, = Of = sls — |; 
由 于 
er — 0 (7), 
cc 7), 
所 以 ， 
Ee 


根据 上 述 估 值 , 《2.3) 右 端的 被 积 函数 不 超过 
Om — sl — r+ | ls | 7), 
它 保 证 了 《2.3) 右 端 积分 的 一 致 收敛 性 . 

为 了 简化 证 明 ,我 们 假定 p(x, 心 对 * 和 上 连续 可 微 . 从 
上 面 的 叙述 过 程 可 见 , 只 要 对 区 域 8 内 任意 二 点 《x1, 4) 和 
(xz 2) 下 列 估计 成 立 : 

Pr 1) — plx2s t) = Ox — xal" + Ja — 4)), 
那么 ，(2.3〉 和 (2.4) 就 是 正确 的 ，a > 0, 8 > 0, 这 里 的 0 
与 (xu 4), 《xz, za) 在 8 内 的 位 置 无 关 . 这 种 情况 下 ,在 估 值 
时 ,要 选取 5 使 0 二 6 < min(a, 8). 

还 可 以 进一步 证 明 ,如 果 2 在 过 内 连续 ,同时 ， 

或 px t) — plx2, 1) = Ox — rl") 
plx, #1) — plx, 2) = Ol4 — 4|5) 
在 5 内 成 立 ,; 则 (1.4) 在 g 内 满足 (2.1)”, 


$2 基本 公式 
设 &8 为 面 热 势 分 布 的 区 域 ,5 为 曲线 热 势 的 分 布 曲线 , L 


1) 见 文献 [3]， 
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为 热传导 算 子 , 即 
Lu 3 us 一 trr。 


把 本 章 前 两 节 的 结果 综合 起 来 , 列 出 下 面 的 公式 : 


Lvl[lu] = 0, t> 0,(x, 1)ES; (2.6) 

LWwilpxl = 0, 1> 0,(x, 1)ES; (2.7) 

LULp] = Er t) tt>0,(x, DE gs (2.8) 
0 1>0, (x, 1)Eg; 


这 些 公式 说 明了 各 种 热 势 和 热传导 算 子 (热传导 方程 ) 之 间 的 
关系 ,它们 统称 为 热 势 论 的 基本 公式 。 


第 三 节 跃 度 公式 
$1 曲线 热 势 的 直接 值 


定义 当 (z, 四 只 在 曲线 S$ 上 变动 时 ,积分 (1.2) 和 (1.3) 
叫做 单 层 热 势 的 直接 值 和 双 层 热 势 的 直接 值 ， 前 者 记 为 V4， 
后 者 记 为 Ws。 当 (*, 人) 不 在 曲线 S 上 时 ， 可 以 在 积分 号 下 
对 x* 微分 (1.2): 

ezLel 一 人 wp EE SO 0 Dar; (3.1) 


当 (x, 2) 在 曲线 5 上 变动 时 ,积分 〈3.1》 所 确定 的 函数 叫 单 
层 热 势 对 * 的 导数 的 直接 值 , 记 为 7。 由 公式 (1.5) 可 见 ， 
当 s 连续 可 微 时 ,Vo 就 有 意义 。 

曲线 $ 描写 了 热源 (点 热源 或 热 偶 极 子 ) 运 动 的 轨迹 ， 因 
此 ， 研 究 热 势 在 这 条 曲线 上 的 情况 ( 即 研究 热 势 的 直接 值 ) 具 
有 特殊 的 意义 ， 应 该 注意 ,直接 值 只 是 时 间 变 量 - 的 函数 , 它 
给 出 的 是 时 刻 + 时 热源 作用 点 处 的 温度 ， 直 接 值 的 概念 是 一 
个 非常 重要 的 概念 ， 直 接 值 的 研究 在 热 势 论 中 占有 中 心 位 
置 . 


引入 直接 值 的 概念 后 ， 自 然 要 提出 一 个 问题 : 当 变 点 
(x, 汶 趋 近 曲线 S 上 某 一 点 xo, 如 时 ,， 热 势 是 否 趋 近 其 直 搂 
值 在 点 的 值 ? 例如， 对 单 层 热 势 而 言 ， 我 们 提出 的 问题 
是 


lim V(x, 2) = Vaulto). 
(zf)>(x0st0) 2 
这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 ,因为 积分 (1.2) 一 致 收敛 . 
$2 跃 度 公式 


当 变 点 《x, ) 趋向 曲线 5 上 某 点 〈zo, to) 时 ， 双 层 热 势 
W(x, zt) 并 不 趋向 它 在 点 的 直接 值 Wto)， 现 在 , 我 们 计 
算 极限 


W(x, 1) = Wim(xo, 10). 


人 ES 
1) 先 讨论 密度 为 常数 的 情形 : k 三 pw 二 常数 
设 曲线 $ 连续 可 微 。 利 用 变换 


二 一 了 一 
2 Vi 一 了 
把 双 层 热 势 
Wrox, 1) = Wl] 
写成 
Wli] 一 | cae 
Ve 


十 -让 ‘wr). -RS 。 (3.2 
a re 
当 (zx, 纺 从 s 的 右面 (z > 4(D) 趋向 s 时 ， 
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当 (x, 引 从 左面 趋向 5 时 , 8 一 一 ， 当 (xos 各 在 曲线 5 
上 时 ， 
6 一 0; 
(3.2) 右 端 最 后 一 个 积分 是 密度 为 
v2) = pog (0 
的 单 层 热 势 ,将 其 记 为 V(x, :). 这 样 , 当 (x, 不 在 曲线 5 
上 时 ， 


pm 人 rs 1) = Vr(Cx, ) + 和 | uw etd (3.3) 
当 (zx to) 在 曲线 S 上 时 ， 
Wi (xos 10) 一 Vi(xo, 10) 十 和 全 edt, (3.4) 
TX 
(3.3) 和 (3.4) 相 减 得 到 
了 mx t) — Wo (xo, #0) 一 (xy 及 一 PCxos #0) 
符 
tw 
十 ys i eg, (3.4) 
由 于 V*(x,z) 的 连续 性 ， 


Vr*(x, 1) > V*(xo, to)。 
因此 ， 
+ 了 (xzoy 加 ) 一 lm Weo(x, 1) 


[CR 


一 W(xos 志 ) 土 Si >0; (3.5) 


其 中 (十 ) 号 对 应 于 (x, 已 从 曲线 5 右 侧 趋 向 (x。, to) 时 的 情 
况 ,( 一 ) 号 对 应 于 从 左面 趋向 (xo, wo) 时 的 情况 . 
2) 现 讨 论 一 般 情 形 . 
设 密度 (9 连续 可 微 . 把 双 层 热 势 写成 和 的 形式 : 
Wlpg] = Wx, 2) = pC WLI + WhplT) — pb) 1, 
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其 中 
WI[1] = Wx, t) 


是 单位 密度 的 双 层 热 势 ， 
El a 
WiAD pO -7 [pC7) 一 PDTx 
xc 
在 * > 0 时 连续 。 


当 (x, ) 一 (xo to)6S 时 ,根据 (3.5) 
ze D> pl) [wr D+ |], 
另 一 方面 ， 
Wlx, 2) > Walxo, 10) 一 Wailxos #0) 一 p10) WY,(xo, to)， 
所 以 , 当 《x,t) 一 (xo t0) € S 时 ， 
Win xo, 10) 一 lim W(x, 2) 


(rr) (ron) 3 二 
— Wi) + En >0; (3.6) 
其 中 的 (十 ) 号 和 (一 ) 号 分 别 对 应 于 (x, ?) 从 5 的 右面 和 左面 
趋向 于 (m。 4) 的 情形 . 

《3.6) hU( 双 层 热 势 的 ) 跃 度 公 式 . 

前 段 中 ,我们 还 引入 了 单 层 热 势 对 * 的 导数 的 直接 值 的 
概念 ,由 于 公式 (1.5) 和 (3.6), 可 写 出 另 一 个 ( 单 层 热 势 对 x 
的 导数 的 ) 跃 度 公式 : 

PainCxe fo) == Vinx0s to) 干 人 


VF ,> 0， (3.7) 


在 证 明 公式 (3.6) 时 ， 使 用 了 “CD 和 小 (9) 的 连续 可 微 
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性 ,这 只 是 为 了 简化 计算 .可 以 证 明 , 在 下 述 条 件 成 立时 , 公 
式 (3.6) 和 (3.7) 就 是 正确 的 ?> : 

(CD g(a) 在 10, 7] 内 连续 ; 

(GD y(z) 在 [0, 7] 内 满足 指数 大 于 1/2 的 正则 条 件 ， 
即 车 4, 4 是 区 间 [0, 了 7] 中 任 二 点 , 则 

Jy — $C)] < cha — #1*, 

其 中 1/2 < 入 工 叫 正则 指数 , e 一 常数 和 所 及 所 的 位 置 无 
关 ， 

3)” 跃 度 公式 的 解释 和 推论 . 

首先 讨论 公式 (3.6)， 从 这 个 公式 看 出 , 当 变 点 (x, 四 趋 
向 于 曲线 S 上 一 点 《xos to) 时 ,积分 (1.3) 在 《xo, to) 的 极限 
值 并 不 等 于 它 在 这 点 的 直接 值 ， 而 是 等 于 这 个 直接 值 加 上 或 
减 去 密度 的 一 半 。 这 说 明 当 变 点 (x, 7) 穿 过 曲线 5 时 , 积分 
《1.3) 不 是 连续 的 ,而 是 间断 的 。 

前 面 已 经 指出 , 当 (x, 咏 不 在 曲线 5 上 时 ， 双 层 热 势 是 
由 积分 (1.3) 定义 的 ; 当 (x, 2 在 曲线 5 上 时 , 积分 (1.3) 只 
叫做 双 层 热 势 的 直接 值 。 现在 , 如 果 把 5 上 的 双 层 热 势 补充 
定义 为 这 个 积分 在 S 上 的 极限 信 , 那 么 ,这 样 定义 的 双 层 热 势 
便 在 $ 的 一 个 侧面 (包括 5 在 内 ) 是 连续 的 函数 了 。 了 跃 度 公 式 
《3.6) 说 明了 补充 定义 的 双 层 热 势 在 s 上 的 值 与 其 直接 值 的 
关系 : 双 层 热 势 的 直接 值 等 于 补充 定义 了 的 双 层 热 势 从 3 左 
右 两 侧 所 取 的 极限 值 之 和 的 一 半 . 今后 , 我 们 仍 简称 补充 定 
义 了 的 双 层 热 势 为 双 层 热 势 . 

关于 双 层 热 势 直接 值 的 讨论 加 深 了 我 们 对 热源 形式 的 了 
解 。 从 这 个 讨论 中 我 们 看 出 : 虽然 热 偶 极 子 瞬时 作用 的 温度 
影响 函数 是 连续 的 ， 但 是 它 的 连续 作用 的 温度 影响 函数 一 般 


1) 参见 文献 3] . 
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却 是 间断 的 。 同时 , 点 热源 连续 作用 与 热 偶 极 子 连续 作用 的 
结果 是 不 同 的 ， 前 者 的 温度 影响 函数 连续 ， 后 者 一 般 是 间断 
的 . 
热 偶 极 子 瞬时 作用 后 ,热源 作用 点 的 温度 恒 为 零 . ( 见 第 
一 章 第 三 节 ) 如 果 热 偶 极 子 连续 作用 ,并 且 , 作 用 点 固定 不 动 ， 
那么 , 5S 便 成 为 一 条 直线 ,因而 恒 有 
W, = 0, t 宇 0, 
即 热源 作用 点 处 温度 仍 恒 为 零 . 这 时 ， 公 式 (3.6) 中 的 正 负 
号 表示 ,热源 作用 点 左 侧 和 右 侧 温度 的 极限 值 数 值 相同 ,符号 
相反 . 
从 (3.6) 不 难看 出 ， 如 果 在 某 时 刻 t, 热 偶 极 子 的 作用 消 
失 了 , 即 
LQ) 一 0， 
那么 ,此 时 热源 作用 点 处 的 温度 是 连续 的 , 即 其 左右 侧 温 度 的 
极限 值 均等 于 热 势 的 直接 值 ; 反 之 ,如 果 
Ap(CD x 0, 
那么 ,此 时 热源 作用 点 处 的 温度 一 定 是 间断 的 。 
现在 讨论 公式 (3.7). 由 (3.7) 看 出 : 单 层 热 势 对 * 的 导数 
的 直接 值 等 于 它 从 曲线 8 左右 两 侧 所 取 极限 值 之 和 的 一 半 ， 
单 层 热 势 是 点 热源 连续 作用 的 温度 影响 函数 ， 它 对 xz 的 
导数 表示 热流 的 大 小 和 方向 ( 见 第 一 章 第 一 节 )， 当 
PAG 
时 ， 热 源 向 杆 两 端 供应 热量 ， 热 量 由 热源 作用 点 向 杆 两 端 流 
动 , 所 以 , 此 点 两 侧 热流 方向 相反 。 这 样 ,热流 在 热源 作用 点 
两 侧 所 取 的 极限 值 是 不 同 的 , 即 热流 在 热源 作用 点 处 间断 . 公 
式 (3.7) 描写 的 正 是 这 种 间断 情形 。 当 pz) 在 [0, 7] 内 不 
取 零 值 时 , 在 每 个 瞬时 , 热流 在 热源 作用 点 两 侧 方 向 相反 ,所 
以 ,根据 传 立 叶 定 律 , 6V [4]/6x 在 此 处 的 极限 值 应 持 相 反 符 
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号 . 这 时 ,由 (3.7) 看 出 
lVssb2) | < 21, >0. - (3.3) 


特别 地 ,单位 密度 的 单 层 热 势 对 x 导数 的 直接 值 (或 单位 密度 
的 双 层 热 势 的 直接 值 ) 的 模 不 超过 1/2. 

公式 (3.6) 和 (3.7) 可 以 给 曲线 热 势 密度 一 个 新 的 解释 : 
双 层 热 势 的 密度 表示 热 偶 极 子 作用 点 处 两 侧 温度 极限 的 差 ; 
如 果 杆 的 导热 系数 为 1, 那么 , 单 层 热 势 的 密度 表示 点 热源 作 
用 处 两 侧 热流 的 极限 的 差 ， 

结合 使 用 跃 度 公式 和 热 势 论 的 微分 公式 ， 可 以 研究 曲线 
热 势 各 阶 导数 越过 曲线 S 时 的 变化 情况 。 例如 , 当 S 为 直线 
时 ,由 微分 公式 (1.7) 和 (1.6) 可 以 看 出 ， 双 层 热 势 对 * 的 导 
数 以 及 单 层 热 势 对 * 的 导数 均 能 连续 越过 5. 


$3 热 势 的 始 值 


在 结束 本 章 时 ， 我 们 指出 ， 各 种 热 势 在 上 一 0 时 均 取 零 
值 , 这 从 各 种 热 势 的 意义 中 可 以 看 出 : 在 :一 0 时 , 热源 还 没 
有 作用 ,对 无 穷 长 杆 的 温度 没有 影响 。 

这 个 论断 也 不 难 严格 证 明 : ”对 于 单 层 热 势 和 面 热 势 而 
言 ,由 于 热 势 中 被 积 函 数 的 奇异 性 为 

G—7, 

所 以 , 当 :一 0 时 ,积分 一 致 地 趋向 于 零 ; 可 以 证 明 ， 当 s ( 即 
$(z) ) 满足 指数 大 于 1/2 的 正则 条 件 和 pC0) = 0 时 , 双 层 热 
势 也 取 零 始 值 ?。 


17 参见 文献 [3] 。 
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第 三 章 ， 各 种 热传导 问题 的 解法 


第 一 节 ”热传导 边 值 问题 


求解 热传导 边 值 问题 , 即 寻 找 杆 上 的 温度 分 布 规律 ,有 多 
种 方法 .这 里 只 介绍 一 种 最 自然 的 方法 ， 我 们 设想 所 求 温度 
分 布 是 由 于 某 种 热源 作用 的 结果 ， 即 把 所 求 的 温度 分 布 视 为 
某 种 热源 的 温度 影响 函数 ,因而 ,要 根据 边 值 问题 的 具体 提 法 
适当 选择 热 势 ， 把 求解 温度 分 布 的 问题 变 为 求解 热源 强度 的 
问题 , 即 求解 热 势 密度 的 问题 。 本 节 中 ,选择 了 一 些 热传导 的 
典型 问题 ,以 说 明 热 势 的 一 些 应 用 。 


$ 1 一 端 固定 的 半 无 穷 长 杆 热传导 问题 


如 果 我 们 感 兴趣 的 只 是 杆 左 端 附近 一 段 杆 的 温度 变化 ， 
则 当 杆 足够 长 时 ， 这 段 杆 上 的 温度 实际 上 只 受 杆 左 端 温度 和 
杆 的 初始 温度 的 影响 。 这 时 ,就 可 以 认为 杆 是 半 无 穷 长 的 .一 
端 固定 的 半 无 穷 长 杆 的 第 一 边 值 问题 的 提 法 是 : 


一 一， 0 一 xz 一 oo;0<2<7;i (1.1) 


(D u(x, 0) 一 0， 0<xr<o%; (1.2) 
u(0,) =X0), 0O<i<T; (1.3) 
xX(0) = 0; (1.4) 
(1.4) 是 问题 (D) 的 协调 条 件 。 为 简单 起 见 , 假定 在 开始 时 间 
杆 上 温度 为 零 . 
问题 (D 的 解 可 以 写成 双 层 热 势 的 形式 
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二 iar, (15 
(x, 2) | 7 ar, (15) 
它 的 密度 (s) 分 布 在 直线 段 {x = 0, 0 入 :< 7T} 上. 

根据 第 二 章 第 二 节 基 本 公式 (2.7), (1.5) 满足 方程 (1.1》 
及 初始 条 件 《1.2). 

为 了 使 (1.5) 所 确定 的 函数 Kx, 站 为 问题 (1) 的 解 。 只 
要 适当 地 选择 其 密度 4(?) , 使 之 满足 条 件 (1.3). 

根据 第 二 章 第 三 节 中 跃 度 公式 (3.6), 当 变 点 (x, 人 趋向 
直线 * 一 0 上 的 (0, 4) 时 。 双 层 热 势 (1.5) 的 极限 值 等 于 它 
在 这 点 的 直接 值 加 上 密度 的 一 半 。 可 是 (1.5) 在 直线 x 一 0 
上 的 直接 值 为 零 , 所 以 ， 当 (x 才 趋 近 直 线 * 一 0 时, (1.5) 
的 极限 值 等 于 1/24(z) 。 这 样 。 为 使 (1.5) 满足 (1.3), 其 充 
要 条 件 是 选择 2X (2) 做 为 热 势 (1.5) 的 密度 . 

于 是 ,我 们 证 明了 : 当 pC?) 二 2X(z) 时 ，(1.5) 是 问题 
QD 的 解 . 


$2 一 端 可 动 的 半 无 穷 长 杆 的 热传导 问题 


做 为 单 层 热 势 应 用 的 例子 ， 讨 论 一 端 可 动 的 半 无 穷 长 杆 
的 第 二 边 值 问题 : 
Ou Ou 


一 一 一 一 g(t <x<oo, 0<t<T; (1.6) 

Ox? Oz 

u(x, 0) = 0, CO)<x* 一 oo; (1.7) 
Dloucy cn, 

Lt :D0), SST; (1.8) 

XC0) = 0. (1.9) 


在 问题 (ID 中 , 杆 左 端 运动 的 轨迹 是 由 方程 
x*= $2), 0<ieT 
所 确定 的 曲线 3。 


。34 。 


问题 (ID 的 解 可 以 借助 于 单 层 热 执 


u(x, tf) = | 一 A a 110) 
” "2WxC 一 可 


来 寻找 。 根据 第 二 章 第 二 节 基 本 公式 《2.6),《1.10) 满足 
《1.6) 和 (1.7); 为 使 其 满足 (1.8), 依 第 二 章 第 三 节 中 路 度 公 
式 (3.7), 应 选择 密度 上 满足 

oz) 一 寺 &CtD) = XxX), 


即 
pO 一 人 KG, Delar = 2), 《(L1D 
其 中 
KD) = 4 Wr) 
学 AM x(t— tT b 
(1.11) 是 一 个 线性 积分 方程 ,叫做 第 二 类 沃 尔 泰 拉 方 程 。 
根据 积分 方程 理论 ， 当 X(z) 连续 和 曲线 S ( 即 Cz)) 满足 指 
数 大 于 1/2 的 正则 条 件 时 ，(1.11》 有 唯一 的 连续 解 , 把 这 个 
解 代入 (1.10), 便 得 到 问题 (IT 的 解 。 


$ 3 有 界 杆 热传导 问题 
讨论 两 端 可 动 的 有 界 杆 热 传导 第 二 边 值 问 题 : 


On Ou (rh), 0<T; 1.12) 
Br ot 
cmm u(x, 0) = 0, $0) < x < 0); (1.13) 


8 3 
er 0<1<T,i=1,2;(1.14) 


Xi(0) 一 0， 2 一 1,2。 (1.15) 
间 题 AID 中 杆 两 端 运动 的 轨迹 是 由 方程 
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*# = p(t), TSE i=1,2, 
所 确定 的 曲线 5, 和 5; 
为 求解 间 题 (IT)， 把 解 x《x, z) 写成 两 个 单 层 热 势 之 和 
的 形式 


ux, 2) = Vilp] + VI], (1.16) 
其 中 热 势 分 布 在 曲线 5; 上 , i = 1, 2. 
显然 , (1.16) 满足 (1.12) 和 (1.13); 为 使 (1.16) 成 为 问 
题 CI) 的 解 , 只 需 依 第 二 章 第 三 节 跃 度 公式 《3.7》 和 条 件 
(1.14) 列 出 下 面 两 个 积分 方程 : 


一 全 + as[m] + Pitp] 一 为 CD， 


(1.17) 
+ val] + Pill 一 为 (9， 


其 中 Vis[pw] 是 热 势 六 [mm] 对 * 的 导数 在 曲线 $1, 上 的 直接 
值 , 天 [mw] 是 热 势 Vi[py] 对 * 的 导数 在 曲线 5; 上 的 值 ,i 二 1 
有 时 7 一 2 一 2 时 7 一 1. 

(1.17) 是 一 个 第 二 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 组 , 当 曲 线 5, 和 
5; 满 足 指数 大 于 1/2 的 正则 条 件 以 及 六 和 Xs 连续 时 ， 它 有 
唯一 的 一 组 连续 解 u(t) 和 pz(z) .将 其 代入 《1.16) 后 , 便 得 


到 问题 (0) 的 解 . 
在 问题 (1) hts 
Ou 一 au fx, £), (1.18) 
Ox? | 


那么 ,在 求解 时 ， 应 首先 引入 面 热 势 U[ 一 人 月， 根据 第 二 章 第 
二 节 基 本 公式 (2.8), U[ 一 有 ] 满足 方程 (1.18) 和 条 件 (1.13)， 
因而 ,函数 

V(x, 1) = u(x, t?) — UVU[—1] 
满足 齐 次 热传导 方程 。 所 以 ， 为 求解 x, 只 需求 解 V.V 的 
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边界 条 件 可 以 由 计算 得 出 . 

如 果 问 题 JI) 是 第 一 边 值 问题 , 则 可 采用 双 层 热 势 ; 如 
.为 第 三 边 值 问 题 ， 则 仍 宜 用 单 层 热 势 。 这 时 ， 积 分 方程 组 
(1.17) 稍 有 变化 ,但 是 , 只 要 5; 满足 指数 大 于 1/2 的 正则 条 
件 ,并且 , 问题 的 边 值 函数 是 连续 的 , 则 这 些 方程 组 恒 有 唯一 
的 一 组 连续 解 . 


第 二 节 哥 西 问题 


哥 西 问题 , 即 无 穷 长 杆 热传导 初 值 问题 的 提 法 为 : 求 一 
在 半 平 面 : > 0， 一 co <* < co 上 连续 的 函数 xx, :), 使 
之 满足 热传导 方程 

Wzz 一 Uss 1 二 0， 一 oo <x< 一 oo (2,1) 
及 始 值 条 件 
u(x,0) 一 (xz)， 一 oo 一 xz 一 oo (2.2) 

从 基本 解 的 性 质 出 发 ， 我 们 设法 把 初 值 问题 的 解 视 为 某 
种 热源 以 某 种 方式 作用 的 结果 。 以 前 所 讨论 的 热源 形式 都 不 
可 能 充当 上 述 的 热源 : 事实 上 , 分 布 在 有 限 空间 区 域 的 热源 
有 一 个 共同 的 简单 性 质 , 即 当 上 一 7 固定 时 ,这 些 热源 的 温度 
影响 函数 (基本 解 或 热 势 ) 在 * 一 士 co 均 取 零 值 . 因而 ， 当 
98( 士 co) 了 0 时 ,这 些 函数 都 不 能 做 为 初 值 间 题 的 解 ; 另 一 方 
面 , 由 于 初 值 条 件 (2.2) 是 给 在 全 杆 上 的 , 因此 , 我 们 自然 要 
讨论 分 布 在 全 杆 上 的 热源 , 即 连续 分 布 的 无 限 热 源 。 

我 们 把 杆 分 为 无 穷 多 段 ， 并 把 在 每 小 段 杆 上 作用 的 热源 
视 为 瞬时 点 热源 ,然后 再 把 这 些 点 热源 的 影响 函数 登 加 起 来 。 
所 得 的 结果 将 给 出 初 值 问题 的 解 ,也 就 是 说 ,我 们 设法 把 初 值 
间 题 的 解 表示 成 无 限 热源 瞬时 作用 的 结果 . 

假定 p(x) 为 连续 函数 。 从 5 到 5 十 A 一 小 段 杆 的 温 
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度 由 零度 升 高 到 p(x) 时 需要 的 热量 是 
0 一 co| pdr~epp DAs, ESE<E tA 
这 里 < 和 为 杆 的 比 热 和 密度 . 
将 此 视 为 一 强度 为 9。 的 瞬时 点 热源 ， 则 其 对 全 杆 的 温 
度 影响 为 
Qa G(r, 4; 8,0) 一 Qe Gx,1; 8) 
cp cp 
= Gx, 1; Bp(EAS, 
把 所 有 这 些 函 数 且 加 起 来 , 便 构成 无 限 热源 对 杆 的 温度 影响 
PD GC, 1; 5 pCEAS, 
AE 
或 者 , 当 A -> 0 时 有 
“d= G9) 03) 


它 叫 做 泊 阿 松 积分 ,表示 强度 为 cop(z*) 的 无 限 热源 瞬时 作用 
的 温度 影响 函数 .现在 ,我 们 证 明 : 

当 q(x) 有 界 时 ， 泊 阿 松 积 分 〈2.3》 为 初 值 问题 〈2.1) 
《2.2) 的 有 界 解 ， 当 :一 0 时 ， 在 所 有 p(x) 连续 的 点 上 ， 积 


分 (2.3) 连续 取 值 p(z) . 
证 明 : 
设 l|p(x)1 入 w， 一 co <x<o., 
这 时 ， 
lulx, |< <o 二 二 2 dE 
= po 志 上 2-m 


所 以 , (2.3) 所 定义 的 函数 xCx, +) 是 有 界 的 。 这 个 不 等 式 有 
简单 的 意义 : 强度 有 限 的 无 限 热 产 瞬时 作用 后 , 杆 上 的 最 高 
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温度 不 超过 杆 在 初始 时 刻 的 最 高 温度 . 

为 证 明 (2.3) 满足 (2.1), 只 需 证 明 可 在 积分 号 下 微分 
(2.3). 

设 《xo, 0) 为 任 一 固定 点 , a > 0。 为 证 明 


Ou = {” G(x, 1; €) 
Br 上 一 4 


只 需 证 明 下面 两 个 积分 : 

人 | ,ras C2.5) 
和 

CC | ,ras (2.6) 


在 (xo, to) 附近 的 一 致 收敛 性 ,其 中 x |xo| 为 一 足够 大 的 
正 数 . 
假定 |x| x《x，0<4<u<i, 则 
6G 二 十 三 -5 
dd 
它 保证 了 积分 (2.5)、(2.6) 的 一 致 收敛 性 ; 类 似 地 可 以 证 明 
Biu/6x? 和 Buw/8: 均 可 在 (2.3) 的 积分 号 下 直接 计算 。 所 以 ， 
《2.3) 满足 (2.1)。 
现 设 p(x) 在 x 一 为 处 连续 , 我 们 证 明 ， 当 :一 0，x 一 xm 
时 ， 


(zt0) 


lim u(x, 2) —> p(x0). 


xxg 
设 
xo 一 ?一 zx 一 xz 十 17 了 二 0。 
将 (2.3) 写成 
To xoty 
u(x, 1) = 他 Cds 十 vp) Gd 十 
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十 人 "crece — pdlas + | Gods 
0 一 人 了 及 


x+ 
= 二 p+ ps+ ps 
上 式 各 积分 依次 记 为 pi,i 二 1, 2, 3, 4. 


不 难看 出 ， 
过 Re 宫 人 人 = PC). 
现在 证 明 : 


lim pi=0, i=1,3,4. 


2 
由 于 p(x) 在 z 处 连续 ， 故 当 ? 一 0 时 , p(#) 一 plxo) 足够 
小 ;所 以 ， 
lim zs 一 0; 


名 和 可 以 相仿 地 估 值 
和 


一 


et dt) — 0, f—> 0,x— x0, 


一 op 


”至 此 , 我 们 证 明了 : 若 p(x) 有 界 ， 则 泊 阿 松 积分 (2.3》 

为 初 值 问题 (2.1)、(2.2) 的 有 界 解 。 

从 证 明 的 过 程 中 可 见 ， 当 无 限 热源 的 强度 cop(x) 连续 
有 界 时 ， 则 在 其 作用 的 瞬时 ， 杆 上 温度 为 p(x)。 如 果 代替 
《2.2) 给 出 的 初 值 条 件 为 

ulx, 10) 一 p(x), 

则 始 值 问题 的 解 仍 为 《2.3), 但 其 中 的 GCx, 1; 8) 应 换 为 
Glx, 1; §, to). 

从 证 明 过 程 中 还 可 以 看 出 ， 如 果 p(x) 为 有 界 逐 段 连续 
函数 , 则 (2.3) 仍 是 哥 西 问题 的 有 界 解 , 它 在 开 半 平面 *> 0 
和 9(*) 的 所 有 连续 点 处 连续 , 
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第 四 章 极 值 原理 


第 一 节 极 值 原理 和 极 值 点 热流 方向 定理 


$1 极 值 原理 


在 第 一 章 第 二 节 曾 指出 ， 瞬 时 点 热源 作用 后 ， 在 任何 时 
刻 ,热源 作用 点 的 温度 最 高 . 

单 层 热 势 了 [w] 是 强度 为 cpp 的 点 热源 连续 作用 的 温度 
影响 函数 。 如 果 4 > 0, 热量 由 热源 作用 点 不 断 流向 杆 两 端 ， 
因而 ,在 每 一 时 间 ， 热 源 作 用 点 处 温度 最 高 。 如果 在 热源 作 
用 点 移动 的 曲线 $ 左 〈 右 ) 侧 某 曲 边 梯 形 8 内 讨论 V[x]= 
Vx， 人, 则 其 最 大 值 max VCx, 2 只 在 这 个 区 域 的 右 ( 左 ) 侧 


曲 边 上 达到 ， 此 外 , 了 的 最 小 值 为 零 , 在 g 的 下 底 边 上 达到 |， 
将 8 的 侧 边 和 下 底 边 共同 记 为 T, 则 有 
minV < Vx, 1D) < maxV, (x, 1)€ FB. (1.1) 


对 于 双 层 热 势 也 成 立 上 述 极 值 不 等 式 ， 看 来 并 不 十 分 直 
观 . 然而 ,我 们 已 讨论 过 下 述 事实 , 

1) ”瞬时 热 偶 极 子 作 用 后 ,作用 点 温度 恒 为 零 , 并 是 其 左 
侧 或 右 侧 温度 的 极 值 . 

2) 偶 极 子 和 矩 为 常量 的 固定 热 偶 极 子 连 续 作用 后 ， 作 用 
点 处 温度 仍 是 其 左 侧 或 右 侧 温度 的 极 值 , 这 从 第 二 章 第 三 节 
中 (3.4') 式 可 直接 看 出 . 

这 样 , 我 们 发 现 , 在 一 定 的 条 件 下 ,对 于 曲线 热 势 成 立 极 
值 不 等 式 (1.1); 另 一 方面 ， 曲 线 热 势 满足 齐 次 热传导 方程 . 
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我 们 自然 提出 一 个 问题 ,是 否 它 的 任何 解 都 有 这 种 性 质 呢 ? 这 
个 问题 的 回答 是 肯定 的 . 

若 ukx, 四 在 内 连续 ， 并 在 开 区 域 & 内 满足 齐 次 热 传 
导 方 程 


Us 一 Hzxy (1.2) 
则 称 * 为 区 域 gs 上 的 热传导 函数 . 
极 值 原理 ”对 任何 热传导 函数 ,在 5 内 极 值 不 等 式 
minu < u(x, D) < max wy (x,1) EE (1.3) 
恒 成 立 . 
证 明 : 


不 妨 只 讨论 < maxx 的 情形 。 取 足 够 大 的 正 数 N， 使 
在 过 内 
su=u+N>0, 
这 时 ,去 仍 为 热传导 函数 . 
考虑 替换 
ux, 1) = vx, te 
“> 0 为 任意 实数 。 显 然 ,v 满足 
Vs = yrs — Ov, (1.4) 
因为 «在 内 连续 ,所 以 ,v 在 5 内 有 最 大 值 maxw.。 设 


v(xo, 如) 一 maxv(x, 1). 
a 


我 们 证 明 ,《x。, za) 只 能 在 T 上 . 


事实 上 , 若 《xo, 4) ET, 则 在 此 点 
er _ Oy Ov 
Be Be 0 Be 
这 时 ,从 《1.4) 中 推出 ,在 《xo, pm) 点 cy 二 0, 即 
maxv < 0， 


这 与 # 在 5 内 取 正 值 相 矛 丘 。 所 以 ,《xos 如 ) 必 属于 T, 且 
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由 于 

Vv = Net 

故 
maxv < maxu. 
r 

因为 

= Ve 
所 以 

USVeT, 


mx < eTmaxV < ccrmaxxy 
r r 


但 上 式 对 任何 c > 0 均 成 立 , 故 当 a-> 0 时 有 
i ut NE m= maxlu + N) = maxu + N, 


由 此 推 得 (1.3) 的 正确 性 . 

推论 设 DD 为 由 (x, 放 平面 上 两 条 直线 :一 0.: 二 了 和 
曲线 $ 所 界 的 位 于 S 右 侧 的 半 无 限 区 域 。 若 DD 上 的 热传导 
函数 x《x, #) 在 无 穷 远 处 关于 z《0 :< T) 一 致 地 趋 于 零 ， 
则 

maxlu(x, | < max{max|u|, ,max lux, 0)1}, 

极 值 原理 的 意义 很 明显 : 当 杆 内 没有 热源 、 杆 侧面 绝热 
时 ， 如 果 杆 两 端的 温度 和 杆 在 初始 时 刻 的 温度 不 超过 M, 那 
么 ,任何 时 刻 杆 内 部 的 温度 不 可 能 高 于 M . 

在 推导 (1.2〉 时 曾 指 出 过 , 杆 的 侧面 是 绝热 的 《第 一 章 
第 一 节 )。 正 是 在 这 种 情况 下 成 立 极 值 原理 。 如 果 杆 从 周围 
介质 得 到 热量 , 那么 ， 极 值 原理 就 可 能 不 成 立 , 杆 上 的 最 高 温 
度 完 全 可 能 在 杆 内 部 达到 。 函 数 


uo sinx" et 
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在 矩形 区 域 g 一 {0 < * < x,0 < : < 了 j 内 满足 方程 
Us 一 Uxrx 十 2xy 

其 最 大 值 只 在 z 的 上 底 边 zm 一 也, 一 7 处 达到 . 从 第 一 章 
第 一 节 中 关于 方程 

tr = aztpxr + bu + flx, 2) 
的 推导 过 程 中 可 以 看 出 , 当 杆 失 去 热量 时 ,上 述 方程 中 的 系 
数 为 负数 ,如 果 # 的 系数 为 正 数 (在 上 例 中 它 等 于 2), 则 说 明 
杆 从 周围 介质 得 到 热量 . 

极 值 原理 描写 了 热传导 函数 的 重要 性 质 ， 对 于 非 齐 次 热 
传导 方程 ,即便 杆 侧面 绝热 时 , 极 值 原理 (1.3) 仍然 可 能 不 成 
立 。 事 实 上 ,上 述 例子 中 的 函数 x 也 是 非 齐 次 热传导 方程 

1 = zx + flx, 1) = urr + 2e! sinx 
的 解 , 它 的 极 值 不 在 8 的 边界 上 达到 。 非 齐 次 热传导 方程 描 
写 的 是 杆 内 部 有 热源 作用 的 情形 ,显然 ,热源 的 存在 ,会 破坏 
极 值 原理 . 

我 们 把 极 值 原理 的 意思 再 重复 一 下 : 热传导 函数 的 极 值 
一 定 可 以 在 曲 边 梯形 8 的 边界 (不 包括 上 底 ) 上 达到 . 

然而 ,区 域 8 内 部 是 否 也 有 热传导 函数 的 极 值 呢 ? 显然 ; 
# 三 常数 是 热传导 函数 , 它 的 极 值 遍及 整个 区 域 g， 但 是 ,如 
果 w 兰 常数 时 , 极 值 点 是 否 一 定 在 边界 上 呢 2 从 对 曲线 热 势 
在 特定 条 件 下 的 讨论 可 以 推 想 ,这 个 问题 的 回答 是 肯定 的 , 即 
不 为 常数 的 热传导 函数 的 极 值 点 只 分 布 在 区 域 的 边界 上 ， 这 
个 论断 称 为 强 极 值 原理 5. 

强 极 值 原理 若 g 上 的 热传导 函数 uCx, z) 在 某 内 点 
P, 一 《xo, to) &€ g 达到 最 大 值 


maxu 一 u(p) = M, 


1) 参见 文献 [41. 
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六 


则 
ulx, 2) les, 一 M. 
由 此 推 得 ,在 从 初始 时 刻 起 的 任何 足够 小 的 时 间 段 内 , 若 
热传导 函数 均 不 为 常数 , 则 其 极 值 只 落 在 区 域 边界 上 . 
这 个 原理 的 证 明 较 长 ,有 兴趣 的 读者 ,可 参阅 附录 一 . 


$ 2 极 值 点 热流 方向 定理 


如 果 在 分 布 曲线 8 某 侧 一 曲 边 梯形 g 内 研究 非 负 密度 
的 单 层 热 势 , 则 其 最 大 值 只 在 S 上 出 现 ， 由 于 5 是 热源 作用 
点 的 轨迹 ,在 最 大 值 处 热源 放 热 ,热量 由 此 向 杆 两 端 流动 . 
而 , 此 处 热流 一 定 不 为 零 。 同时 , 如果 只 讨论 5 某 侧 一 段 杆 
时 , 则 极 大 值 处 热流 方向 永远 指向 杆 内 部 。 再 考虑 到 传 立 叶 . 
热流 定律 (第 一 章 第 一 节 ), 可见， 如 果 单 层 热 势 Vx] 在 的 
左 侧 边 上 达到 最 大 值 ， 则 此 处 87/8x < 0; 如 在 右 侧 边 上 有 
最 大 值 , 则 此 处 8V/6x > 0， 如 果 上 是 非 正 的 ,那么 ,热源 吸 
热 ,热流 方向 与 上 述 方向 相反 , 热 势 最 小 值 处 热流 的 符号 ( 即 
By/8x 的 符号 ) 也 与 上 述 符 号 相反 。 当 热 源 固定 不 动 时 , 上 
述 推论 容易 证 实 ， 此 时 ，S 为 一 直线 ,V: 一 0, 根据 跃 度 公 
式 (第 二 章 第 三 节 (3.7)), 在 了 的 极 值 点 处 

az[a st 
Ox 2 

现在 。 我 们 证 明 下 面 的 指明 热传导 函数 极 值 点 处 热流 广 
向 的 定理 

极 值 点 热流 方向 定理 

假设 

1) 曲 边 梯形 区 域 8 的 两 侧 边 S: 及 5; 为 二 次 连续 可 微 


1) 参见 文献 [6]。 
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曲线 ,并 且 ,它们 没有 水 平方 向 的 切线 ; 
2) 热传导 函数 xx, 7) 在 右 侧 边 9 上 取 最 大 值 : 
maxx 一 uP)=M, P= (x, 1)€ S52; 


3) 当 t 达 如 时 ,x 不 恒 为 常数 
4) 8u/6x 在 内 连续 ; 
那么 ， 


名 1 >0. - (1.5) 


证 明 : 

在 PP 点 做 一 内 切 于 $: 的 圆 C， 使 Ce g，C 的 边界 为 T， 
半径 为 R。 

根据 强 极 值 原理 和 本 定理 第 三 个 条 件 ， 在 C 内 部 高 于 PP 
的 地 方 * 不 可 能 取 最 大 值 M; 但 在 P, 以 下 的 C 的 内 点 处 , 4 
可 能 取 M 值 ; 然而 ,这 时 可 以 再 缩小 R, 使 园 C 内 除去 己 外 
再 没有 使 # 达到 M 值 的 点 . 

现 把 坐标 原点 移 到 C 的 圆心 0 处 ， 并 以 P 为 心 再 做 一 
半径 为 R 二 R 的 圆 C', 其 边界 为 ". 记 C 与 C' 之 交 为 D。 

在 D 内 讨论 辅助 函数 


V = ete) 一 eR 
容易 证 明 ,在 C 内 ”> 0; 在 FT 上 ”一 0; 当 “ 足 够 大 时 ， 
在 D 内 Lv 二 0. 
在 DD 内 再 讨论 辅助 函数 
w=w+ ev, £0. 


显然 , Lw 二 0, 并且 , w 在 D 上 的 最 大 信 只 能 在 D 的 边界 上 
达到 .DD 的 边界 由 两 部 分 弧 组 成 : 在 TT 的 一 段 弧 上 , w = u; 
在 的 一 段 浙 上 ,w < M, 因而 :可取 s 足够 小 ,使 w 二 M. 
也 就 是 说 , ww 在 D 的 边界 上 的 最 大 值 仍 为 M, 且 只 在 P, 处 达 
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到 ,这 了 时， 


Ea ,>0, 
即 
Es — $e — 20Rec™® > 0, 
所 以 ， . 
Ee 三 2cReeree > 0。 
于 是 , (1.5) 得 证 . 


用 上 述 方法 同样 讨论 Pe S: 以 及 uCPo) 为 最 小 值 的 情 
形 。 


第 二 节 ”各 种 热传导 问题 解 的 适 定性 


$1 各 种 边 值 问题 的 解 的 唯一 性 


讨论 第 一 边 值 问 题 : 
Lu=u— ur—=fx,t), (x,t)Eg; 


C1)uls; = Xi(?) , 1€l=[0,T],i=1,2; 
u(x, 0) = p(x), xz€k= [gC0), p20)], 
车 u, ww; 同 为 此 问题 的 解 , 则 


为 热传导 函数 ,其 始 值 边 值 均 为 零 ， 因 此 , 由 极 值 原理 推 得 ， 
在 内 。 = 0, 即 第 一 边 值 问题 的 解 是 唯一 的 . 
讨论 第 二 边 值 问题 ; 


Lu = f(x, 1), (x, 1)E gs 
(ID | x), ze 

Br Si 

u(x, 0) 一 9(z)， x ER. 
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假定 曲 边 S: 及 $: 是 连续 可 微 的 。 若 zx 为 此 问题 的 
两 个 解 ,并 且 , 它 们 在 5 内 有 对 * 的 连续 导数 , 则 
y= uu 


为 一 热传导 函数 ,同时 ， 
Ov 


vl = 0, | =0,i1=1,2. 


Br ls 


如 果 在 z 内 v 关 0, 则 依 极 值 原理 ，v 应 在 g 的 两 侧 边 或 
下 底 边 某 Po 点 处 取 最 大 值 , 不 妨 设 此 最 大 值 为 正 数 ; 否则 可 
设 v = uw 一 ww 这样 , P 只 能 在 两 侧 边 % 上 ; 但 是 , 根据 极 
值 点 热流 方向 定理 ， 


ka 

Or 

所 以 ,在 5 内 v 二 0, 即 第 二 边 值 问题 的 解 是 唯一 的 。 
讨论 第 三 边 值 问题 : 


Po 


Lu = f(x, 7), (x, Eg; 
Ou g 
《III) (BE +a CREELAGE 1€1l,i=1,2; 
x 
u(x, 0) 一 p(s), EAX 


设 两 侧 边 5, 和 5; 为 连续 可 微 曲线 ,并 设 
q(t) < 0, oa(i) > 0, el. 
如 果 w 和 w 为 此 间 题 的 两 个 解 , 并且 , 它们 在 内 有 连续 的 
对 * 的 导数 , 则 


V=W— U2 
为 热传导 函数 ,同时 ， 
v(x, 0) 一 0， 
[+ | = i=1,2. (2.1) 


不 妨 设 » 在 5; 的 P 处 取 正 的 最 大 值 ,由 极 值 点 热流 方向 定理 
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0 
到 |。 >0, ?ln >0, 
因此 
(E+ >0, 
Ox Pp, 


这 与 《2.1) 矛盾 ! 这 个 矛盾 证 明了 第 三 边 值 问 题解 的 唯一 
性 . 


$2 哥 西 问题 解 的 唯一 性 


从 第 三 章 第 二 节 中 的 讨论 可 见 ， 当 无 限 热 源 的 强度 
cpqp(x) 不 取 负 值 时 , 则 其 瞬时 作用 的 温度 影响 函数 


“lxs OD =— (GCs 45 pC)as C22) 


也 不 取 负 值 ， 我 们 现在 严格 证 明 这 个 结论 . 
引 理 1 设 w《x, ?是 哥 西 问题 
人 1 一 0， 一 00 <Cxyx 一 oo; 
u(x, 0) 一 p(x), 一 co<xr 一 coj 
的 有 界 解 ,如 果 p(x) > 0, 则 
u(x, 1) > 0, z 之 0。 


(2.3) 


证 明 : 
任 取 一 点 PA《xos 1), to 之 0, 我 们 证 明 
ulP,) > 0. C2.4] 
讨论 辅助 函数 
w =u++ et(K + 7). 
显然 ,当天 之 2， w= 二 7To,t 人 to 时 
Lw > 0. 
由 于 w 有 界 , 故 当 |x。| > |xo| 足够 大 时 ,在 以 x = 土 xs 为 侧 
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边 、t 一 0 为 下 底 : 一 7 为 上 底 的 矩形 边界 上 ( 指 除 上 底 边 ) 
w 之 0, 因而 在 整个 矩形 内 
w 之 0, 
特别 地 ， 
w(Po) > 0, 
即 
uP) > 一 stCK + x?); 
当 e 一 0 时 ,得 到 (2.4). i 
引 理 2 设 w《x, 2 为 哥 西 问题 (2.3) 的 有 界 解 , 若 
M= max P(x), 
则 
luCx, | <M, 1 过 0。 
引 理 的 意义 在 第 三 章 第 二 节 中 说 明 过 , 它 的 证 明 也 很 
简单 
讨论 函数 v4 一 4 十 M。 根据 引 理 1, v 宇 0, 即 «之 一 
M; 但 是 , v; 二 M 一 wu 也 满足 引 理 1 的 条 件 , 因此 , v; 宇 0， 
即 x 委 M。 所以, 1x|  M 在 上 半 平 面 : > 0 恒 成 立 。 
应 用 引 理 2, 不 难 证 明 哥 西 问题 的 有 界 解 的 唯一 性 。 


$3 基本 解 的 唯一 性 


从 上 面 的 讨论 可 见 , 当 p(x) 为 有 界 逐 段 连续 函数 时 , 哥 
西 问题 的 解 仍然 是 唯一 的 ,并 且 ;这 唯一 的 解 仍 可 由 泊 阿 松 积 
分 表示 

在 第 一 章 第 二 节 中 曾 指出 ， 当 瞬时 点 热源 以 线性 方式 形 
成 时 , G(x, 1; 5 r+) 是 其 温度 影响 函数 。 现在 假定 热 产 作用 
瞬时 为 +, 作用 点 为 8, 并 且 , 热 源 以 任 一 允许 的 方式 形成 , 则 
其 温度 影响 函数 应 是 下 面 哥 西 问题 的 解 
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Ws 一 Urry ts>r+Ar,—oO<s<;, 
| vo 
ta(x) >0,8— AE<x<E+ AE, 
根据 第 三 章 第 二 节 的 结果 ， 这 个 哥 西 问题 的 唯一 解 可 表 
示 为 泊 阿 松 积分 


“bx, — (GCs 15 97 + AmDeGDa 
+hE 
一 | : Gx, #57, T+ AT)ualn)dn, 


f—A 
当 Ar 足够 小 时 ， 
Et+AE 
ux, 1) = Gx, 1; 8*, T+ AT) (全 uaCn)dn 
= Gx,t;F*,T+ AT), 6 — AE SE* SLE AS, 

因为 当 Ar 一 0 时 , A#£ 一 0, 故 
limulx, 1) = G(x, 1; §, 7). 
ATr-0 


这 就 证 明了 GCx, t; ,+) 是 以 任何 方式 形成 的 瞬时 点 热源 
的 温度 影响 函数 ,所 以 , 它 是 热传导 方程 的 唯一 的 基本 解 , 


$ 4 各 种 热传导 问题 的 解 对 初始 条 件 和 边界 条 件 的 连续 
依赖 性 


实践 中 所 提出 的 各 种 热传导 问题 中 的 已 知 条 件 都 不 会 是 
绝对 精确 的 ,而 是 在 基 种 意义 下 的 近似 。 因 此 ,这 些 间 题 的 解 
也 不 可 能 是 绝对 准确 的 。 我 们 必须 讨论 这 些 问 题 的 适 定性 ， 
即 它们 的 唯一 性 及 解 对 初始 条 件 和 边界 条 件 的 依赖 程度 ， 应 
用 起 来 最 方便 的 情况 是 : 只 要 初始 条 件 和 边界 条 件 在 某 种 意 
义 下 足够 近似 , 那么 , 相应 的 解 也 足够 地 近似 , 即 解 连续 地 依 
赖 于 初始 条 件 和 边界 条 件 . 

1) 第 一 边 值 问题 


现 讨论 第 1 段 中 的 问题 (1).“ 设 xx, 人) 为 问题 (D 的 

解 ,w*《x, z) 为 相应 于 初始 条 件 pg*(*) 及 边界 条 件 奸 (2) 的 

解 . 
由 极 值 原理 不 难看 出 , 若 

max{tmax|p(x) 一 9 (xz)|，max|Xi(D 一 他 (|， 


max|X;(#) —(D)1}<e, 


则 在 下 内 
Iulx,2) — wu*(z,)| < s， (2.5) 

这 便 是 第 一 边 值 问题 的 解 对 初始 条 件 和 边界 条 件 的 连续 依赖 
问 性 . 

2)〉 第 二 边 值 问题 

我 们 只 在 X41(z) 一 0G 一 1, 2) 的 条 件 下 讨论 第 1 段 中 
题 (I), 并 假定 %: 连续 可 微 , i = 1, 2。 

设 wCx, 为 齐 次 边 值 条 件 下 问题 GD 的 解 , w*(x, 
为 同样 情况 下 的 相应 于 初始 条 件 p*(x) 的 问题 〈IID) 的 解 , 若 

max|pl*) — 9*(*)| < s， 
则 在 z 内 
|u—w|<e, 

事实 上 ， 由 于 w 一 w* 为 热传导 函数 , 故 其 极 值 只 能 在 

上 取得 ,然而 ， 


te 一 | =-0， 12 
人 ,2， 
所 以 , 极 值 只 能 在 & 上 达到 ,因而 


lu—w*|< maxl p(x) — 9*(*)| <e. 


这 样 ,对 于 齐 次 边 值 条 件 的 第 二 边 值 问题 而 言 , 在 上 内 有 
连续 的 对 * 的 导数 的 解 是 连续 地 依赖 于 初始 条 件 的 . 
对 于 非 齐 次 边 值 条 件 的 第 二 边 值 问题 我们 将 在 第 二 部 
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分 第 一 章 中 在 筋 外 的 度量 意义 下 讨论 它 的 适 定性 . 

3) 第 三 边 值 问题 

为 讨论 第 三 边 值 问题 的 适 定性 ,证 明 下 述 引 理 . 

引 理 3 ” 设 % 及 9 连续 可 微 , w(x, 1?) 在 g 内 有 连续 的 
对 x 的 导数 ,并 为 第 1 段 中 问题 (IT) 的 解 ,而 且 


olt) 一 0， C 
人 1€1l= [0,7], 
那么 ,在 & 内 对 u(x, 1 成 立 估 值 


max|X,(#) | max|X (#) | 
| 


(2.6) 


ulx,!) ooh |, 


证 明 : 
«的 极 值 或 在 上 达到 ,或 在 5 + 5; 上 达到 .。 
当 w 的 极 值 在 * 上 达到 时 , 则 

lu| < maxl p(*)|, 


讨论 * 的 极 值 在 5, 十 5; 上 达到 的 情况 。 不 妨 设 * 在 5， 


上 PP 点 达到 正 的 最 大 值 ,这 时 
Be)| 0 ap)<0, up)>0, 
Ox lp, 
所 以 ,在 Po 点 
OE +au=X<0, 
x 
因而 ， 
laxl < x1. 
故 
lsl < xl. 
minlal 
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类 似 地 可 以 讨论 * 的 极 值 发 生 在 及 上 的 情形 。 于 是 ， 
《2.6) 得 证 . 

估 值 (2.6) 给 出 了 第 三 边 值 问 题解 对 初始 条 件 和 边界 条 
件 的 连续 依赖 性 ， - 


.4 


A 


第 五 章 ” 热 势 的 光滑 性 


第 一 节 8B 函数 类 


$1 Cm 函数 类 


定义 1 设 连续 函数 F(z) 定 义 在 区 间 1 一 [0,7T] 上 ,、 

妇 是 这 个 区 间 中 任意 二 点 。 如 果 能 找到 常数 0 二 <1 和 
4 > 0, 使 得 

FQ) 一 和 <A (1.1) 


| 一 如] 
对 任意 的 上 和 户 均 成 立 ， 则 称 函数 R(z) 在 1 上 满足 指数 为 
“的 荷 尔 德 条 件 , 或 正则 条 件 ; 所 有 满足 (1.1) 的 常数 4 中 有 
一 个 最 小 者 , 它 等 于 
ap 二 F(n1) 一 F(t2) } Fo, 


ane! | 和 一刀 | 
ae 


常数 Fe 叫做 函数 F(z) 的 荷 尔 德 系数 , 或 正则 系数 ， 常 数 “ 
叫 F(z) 的 荷 尔 德 指数 ,或 正则 指数 ?. 
满足 正则 条 件 的 函数 称 为 正则 连续 函数 
不 难 证 明 , 当 F, 和 P: 满足 指数 为 “的 正则 条 件 时 ， 
Fi+tFi, . cF, F,* F,, Fi/F:, 
均 满 足 指数 为 “的 正则 条 件 , 此 处 < 一 常数 , F; 关 0. 
定义 2 ”如 果 函 数 F(9 在 1 一 [0,T] 上 有 直到 ” 阶 的 . 


1) 当 固定 、 思 在 邻 域 中 变动 时 , 若 FCi) 满足 (1.1), 则 称 F() 在 点 
满足 正则 条 件 。 
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连续 导数 , 并 且 , F(z) 的 = 阶 导数 在 ! 上 满足 指数 为 “ 的 正 
. 则 条 件 , 则 称 F(z) 为 1 上 的 C9 类 函数 ， 或 称 了 在 1 上 属 
于 Cm 类 ， 并 记 作 Fe C”0C1), 或 简写 为 RE Ct" Fé 
Cn, 0). 

当 F(z) 是 1 上 的 C"' 类 函数 时 ,将 其 绝对 值 在 ! 上 的 
最 大 值 记 为 


Fo 一 max|F(z)|, 
OctcT 


其 # 阶 导数 的 正则 系数 记 为 F。-。 我 们 称 
Ellesen 一 Fl = Fo + Fs (12) 


为 函数 F(z) 在 C'"® 类 中 的 模 . 

容易 看 出 , 由 《1.2) 定义 的 模 有 下 述 三 个 性 质 (它们 称 为 
模 的 性 质 ): 

1) 若 1Fllcoo 一 0， 则 F(z) 三 0, 反之 亦 然 ; 

2) leFllews 一 |c 咱 Flcoo， ec 一 常数 ; 

3) Fi 十 Falletee) < 上 Pilece,e + 下 Palccoee。 

定义 3 设 曲线 $ 由 方程 

X=J), 0<1<7T 

所 确定 。 如 果 函 数 %(z) 在 1 上 属于 C%…” 类 , 则 称 曲线 $ 为 
Cm" 类 曲线 ,或 属于 C"”" 类 ,并 记 作 Se Co 或 Se (za)， 


$2 〈P, 9 a, B) 函数 类 
定义 4 设 8 为 x,t) 平面 上 一 有 界 区 域 , p, 9 >0 
为 正 整数 , 0<a, 8 < 1. 连续 函数 BCx, 7?) 定义 在 8 内 。 
如 果 B(x, t) 有 连续 的 导数 
OrtaD(x ,1) 
Ox?O19 
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并 且 


OrtaB(x, 11) OrtaB(r, £2) | 
@ Or?O17 si DBDxpD14 
(parapB) 一 1 
Pd | 和 一 zj 十 | 一世 
《xzitz) 8 


为 一 有 限量 , 则 称 函 数 P(x, 1) 在 8 上 属于 (p, gs c, 8) 类， 
记 作 @e (p,q, cy， 8). 
当 @e 《p,q, ,8B) 时 ,定义 
ll@lle,ga,p 一 Dep,aa,p) + ax {Dlr, | 
一 Goocp t+ Do (1.3) 
为 @ 在 (p, 9, 0，B) 类 中 的 模 。 显然 ,这 样 定义 的 模 满足 模 
的 三 个 性 质 . 


$3 B 函 数 类 


”定义 5 设 # 宇 0 为 整数 ,0<7 二 1，B"» 函 数 类 是 
Cn 十 1 个 函数 类 (p, 9, 0，8) 之 交 ， 这些 (p,q, 6s 8) 由 
下 面 的 关系 式 决定 : 


p=0,1,2,.., 7; (1.4) 

,后 4 om 

a 一 28 一 1)， P=n,n—2,n m4, (1.6) 

a™=28—i=1, P=n—1,n—3,n—5, “ooo (1.7) 
这 里 用 [7] 表示 > > 0 的 整数 部 分 。 

Bow 函数 类 中 的 模 定 义 为 


Iola = ‖2llaop 一 max {lollep,ge,s} (C1.8) 
(pqvavp) 


显然 ,这 样 定义 的 模 满足 模 的 三 个 性 质 . 
为 叙述 以 后 的 结果 方便 起 见 , 我 们 特别 定义 函数 类 
BD 如 0。 


9， SI7 


函数 类 Bo 仍 用 (1.4) 一 (1.7) 式 定义 ;但 是 ,此 时 (1.6》 


中 p 一 六 :而 s< 1 是 任意 的 ; (1.7) 中 的 c 二 1, 而 8 < 1 是 


任意 的 . 

这 样 定义 的 Bn 类 函数 的 模 仍 由 (1.8) 确定 。 这 时 , 它 
依赖 于 《1.6) 中 的 a。 和 (1.7) 中 的 8 的 选择 . 

3 函数 类 通常 简称 为 了 函数 类 . 


$4 BB 函数 类 的 合理 性 


如 果 从 导数 Diu 的 存在 能 推 得 另 一 导数 D; 的 存在 ， 则 
称 Dix 的 级 低 于 Diz 的 级 。 wu《x, #) 的 所 有 导数 中 级 别 最 高 
的 那些 导数 叫做 * 的 最 高 阶 导数 。 设 Dsn 为 x 的 某 导 数 , 若 
6Dsu/6x 为 # 的 一 个 最 高 阶 导数 ， 则 称 Dn 为 x 的 一 个 次 高 
阶 导数 . 

讨论 Ws 一 ts (19) 
假设 方程 (1.9) 的 解 《x,t) 对 * 可 导 n 次 《n 过 2)。 这 时 ， 


由 (19) 推 得 ，« 对 :可 导 | 二] 次 , 因此 ,C1.5) 中 a 的 最 
大 值 丛 恰 为 | 二] . 


以 6%/8x" 和 6 镶 4/8: 旬 的 存在 为 基础 ,对 方程 (1.9) 进 


行 所 有 可 能 的 微分 ,从 中 得 出 xCx, ?) 的 一 系列 混合 导数 .这 
些 导数 中 级 别 最 高 的 恰好 是 (1.4) 和 (1.5) 在 如 一 nz 一 2， 
or 时 所 确定 的 导数 。 《1.4) 和 (1.5) 所 确定 的 其 
它 导 数 都 是 xCx, t) 的 次 高 阶 导 数 。 因 此 , 如 果 方 程 (1.9) 的 
解 aCx, 对 x 可 微 # 次 ,那么 , 它 必然 具有 由 《1.4) 和 (1.5) 
所 规定 的 最 高 阶 导数 和 次 高 阶 导数 . 

其 次 ,假定 0"4/6x" 对 x 满足 指数 为 的 正则 条 件 , 考虑 
到 * 和 : 的 “相当 关系 ”, 还 假定 它 对 * 满足 指数 为 4/2 的 正 
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Ra 


则 条 件 ， 即 假定 x(z, 属于 《0, 2， 2) 类 。 此 时 ， 从 


《1.9) 可 以 看 出 , x 的 所 有 最 高 阶 导数 均 与 8"x/8x" 满足 同样 
的 正则 条 件 。 因此 , 在 (1.6) 中 假定 一 28 一 4。* 的 次 高 
阶 导 数 9 一 'w/8x: 具有 对 * 满足 指数 为 4 的 正则 条 件 的 导 
数 ,考虑 到 * 和 :的 “相当 关系 ”, 自 然 还 假定 它 对 : 满足 指数 


为 C1 十 D/2 的 正则 条 件 , 即 假定 “属于 (* 一 1 0, 1, 12) 
类 .这 时 , 由 (1.9) 看 出 , « 的 所 有 次 高 阶 导 数 均 满足 同样 的 
正则 条 件 。 所 以 ,在 (1.7) 中 规定 a 二 1,8 一 上 十 二 4 


BW"” 改 类 定义 中 不 包含 * 的 任何 非 最 高 阶 和 非 次 高 阶 导 
数 ,它们 即 对 * 可 微 ,又 对 + 可 微 ,因而 ,它们 不 足以 刻画 * 的 


光滑 性。 


综 上 所 述 。 考 虑 到 * 和 ; 的 “相当 关系 "， 如 果 设 方程 
(1.9) 的 解 wx 个 同时 属于 函数 类 ("，0, 1， 志 ) 和 (一 1， 


七 四， 那么 ， 它 必然 同时 属于 (1.4) 一 (1.7) 所 确定 


的 所 有 函数 类 , 因而 属于 它们 的 交 , 即 Bo 函数 类 。 这 样 ， 
我 们 说 明了 用 函数 类 Bo 度量 热传导 方程 的 解 的 光滑 性 是 
完全 合理 的 和 必要 的 . 热 势 满足 ( 齐 次 和 非 齐 次 ) 热 传导 方程 ， 
用 Bo 函数 类 度量 它们 的 光滑 性 也 是 很 自然 的 


第 二 节 ”曲线 热 势 的 光滑 性 


$1 辅助 引 理 
令 


0, 1,1 


Ce — 8 ~ 
Gr 


Goplx, [23 二 z) eg 
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Fass ) = J Gases ts Gr), rars 
设 函 数 (DO 在 区 间 1 二 [0，7] 内 连续 ,cc >0 是 整数 ， 
860,7>0. 
若 0<Y=a+2 一 28 二 1, 则 
Foglx1, 1) 一 Foplx2, 1) 一 OClxi — x ); (2.1) 
若 0 二 7 三 2， 则 
FosCxs4) 一 Fosbrst2) = On— |?) (2.2) 
这 里 (x4, t) 和 (x, 4) 是 任意 的 , 1, 二 宇 0,i 一 1,2, 并且， 
(2.1) 和 (2.2) 右 端 的 0 与 +, 1, xi, 4 的 位 置 无 关 。 
读者 很 容易 验证 这 个 引 理 . 
推论 1 当 y = 1 时 ,代替 (2.1) 下 列 估 值 成 立 : 
Foslxi1s £) 一 ResCz， t) = Ox — zx)"), (2.1") 
其 中 0 <<Y < 1 是 任意 的 ， 这 时 , (2.1') 右 端的 常数 O 依赖 
于 7" 的 选择 ; 
当 Y 二 2 时 , 代替 (2.2) 下 列 估 值 成 立 : 
Fop(x, 4) 一 Foglx, zt) = OC|1 — 1)"), (2.2') 
其 中 0 二 Y” 二 1 是 任意 的 , 这 时 , (2.2') 右 端的 O 还 依赖 于 
7” 的 选择 ，。 
推论 2 若 jr, st) 为 对 z 的 有 界 可 积 函 数 ， 则 估 值 
《2.1) 对 积分 
Wo | plr, Gesxs 3 bt), rdr 


仍 正确 ; 当 p《r, x) 为 + 的 有 界 可 积 函数 时 , 估 值 (2.2) 对 积 
分 


Foalxs 及 一 人 pl, #)GsaCes 3 Cn Dar 
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仍 正确 . 


$2 密度 为 正则 连续 函数 的 曲线 热 势 


1) 密度 为 有 界 可 积 函数 或 连续 函数 的 曲线 热 势 

如 果 函 数 己 在 某 函数 类 a 中 的 模 FI, 与 另 一 函数 f 在 
某 函 数 类 6b 中 的 模 fl， 有 如 下 的 关系 : 

1Fl < afls, 
或 

1Pl 一 OCs), 
其 中 4 一 常数 与 函数 和 了 无 关 ， 则 称 忆 在 “中 的 模 Fl 
可 用 1 在 5 中 的 模 lj 来 估 值 估计》 

设 区 域 万 为 (x, 光平 面 上 由 二 直线 :一 0 和 :一 7 所 
界 的 在 曲线 SCz 一 (1) ，0 < :< 7) 右 ( 左 ) 侧 的 一 个 半 无 
限 区 域 。 本 节 中 ， 在 这 种 区 域 万 中 ， 研 究 曲线 热 势 的 光滑 
性 . 

由 前 段 辅助 引 理 立 刻 准 出 下 述 定理 ， 

定理 1 设 (D) 在 区 间 ! 一 [0, 7] 上 连续 ,密度 (2) 
有 界 可 积 , 则 单 层 热 势 V[p] 在 万 内 属于 Be) 类, 并且, 了 在 
Be (万 ) 中 的 模 可 用 在 ! 上 的 最 大 值 来 估计 ,同时 VCx， 
0) 一 0. 

， 考虑 到 当 z* -* co 时 , 双 层 热 势 了 [zx] 关于 ze ! 一 致 地 趋 . 
向 于 零 ， 利 用 跃 度 公式 和 极 值 原理 的 推论 ， 不 难 证 明 下 述 定 
理 . 


> 1 
定理 2 设 昌 线 Se (0o,2 十 二) 类 ， 0<4< 寺 . 着 


密度 上 (5 在 1 上 有 界 可 积 , 则 双 层 热 势 W[xl 在 D 内 有 界 ; 

， 若 k 在 1 上 连续 ,并 pC0) 一 0, 则 WW 在 D 内 连续 , 它 在 DD 内 

的 最 大 值 可 以 用 的 最 大 值 来 估计 ,同时 , WCx, 0) 一 0. 
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2) 密度 为 Co2 类 函数 (。<4 < 十) 的 曲线 热 执 . 
定理 3 ” 设 曲线 S 属 于 (1, 0) 多 密度 wz) 在 1 上 属 
于 (0, 1 类, Ko 一 0 0 < 1 < 二 .这 时 , 双 层 热 势 W[p] 


在 D 内 属于 B®» 类 ， 并 且 ，W 在 Be 类 中 的 模 可 用 /在 
《0, 4) 类 中 的 模 来 估 值 ,同时 , WCx, 0) 一 0. 

证 明 

D 首先 讨论 W[L4] 关于 x 的 光滑 性 。 设 (x, 在 曲线 
S 上 ,x 一 (#2)， (zs 让) 二 (x 十 h, 力 ,hh >>0 是 参数 ， 先 
研究 单位 密度 的 双 层 热 势 W(x, ?) 一 W[1]。 根据 第 二 章 
$ 3 的 结果 可 写 出 


1 wr 
WiCxis DD) — Wz, t)—=—t (2 i 
4 


mW 一 了 

【zx 一 4(z] ] LL 2 

一 。 Nn in 5 eat, (2.1) 
Vs 


这 里 的 
Ws,D)= lim W(x,2). 


(了 ->(zv6)6S 
见 第 二 章 第 三 节 (3.3), (3.4) 及 (3.5).》 
当 x 之 0 时 ， 
cm 一 Oz"#); 
所 以 ， 
Wo) 
[Ee dt = OG-1h*). 


2Vr 
根据 辅助 引 理 , (2.1) 中 第 一 项 有 估 值 0C47”), 0<Y 一 1 
是 任意 的 。 于 是 ,我 们 证 明了 
了 Kx th,t) — Wx,t) = OL 十 导 )]， (2.2) 
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这 里 当天 二 时 ,也 一 入 当 1 一 二 时 ， < 地 是 任意 的 
为 证 明定 理 3, 把 WCx, z) 写成 


Wx, 1) = Wx, 2) + Wx, Dp lt), 
WC, =| LA) — 1 x 
x S63 6 dr) 二 让 Dar, (2.3) 
因为 &E (0, 4), 所 以 ,由 辅助 引 理 推 得 
W(x +h,2)— Wr, 1) = Oppllo,n); 
另 一 方面 ,由 (2.2) 及 p《0) 一 0 可 以 看 出 ， 
pC [Wx + h, 2) — Wx, 2)] = Ogleo); 
于 是 ,我 们 证 得 ， 当 (x, t)€ 5S 时， 
Wx +h, 2)— Wx,t) = Oplon). (2.4) 
函数 
J(ry 1) = W(x h, 2) — Wx, 1) 
在 区 域 D 内 满足 齐 次 热传导 方程 ， 当 上 一 0 时 和 在 无 穷 远 处 
取 零 值 ,而 在 曲线 S 上 有 估 值 (2.4)。 因此 , 根据 极 值 原理 的 
推论 , (2.4) 在 整个 闭 区 域 万 上 成 立 . 
ID 现在 讨论 W[x] 关于 :的 光滑 性 . 设 
ICx, 1) = Wx th,t+ ho— Wr, 1), 
其 中 下 和 大 是 参数 显然, 对 于 任何 # 和 ,ICx, 四 是 D 内 
的 连续 函数 , 它 在 D 内 满足 齐 次 热传导 方程 ,并 在 无 穷 远 处 取 
零 值 . 
前 面 已 经 说 明 过 , W《x, 0) 一 0; 同时 , 由 于 &6 (0, 4)， 
根据 定理 2， 
了 (zk) = OGAlullop2 
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因而 
TGz，0) = Okello,»). (25) 
为 估计 I(x, ?) 在 S$S 上 的 大 小 ,假定 参数 % 由 等 式 
h=gp + 一 中 人 
所 确定 。 这 样 , 当 (x, ?) 趋向 曲线 S$ 上 一 点 
《xu 10) = (p10) 10) 
时 , 《x 十 4, z 十 也 趋向 于 5S 上 一 点 
《zo 十 有 如 十 R) 二 《plu 十 KR), to 十)。 
因此 ,根据 跃 度 公式 有 
T(xo, to) = Wot + RR) — Walto) 
不 [cs + 人) 一 ze] 
一 Olleowkt + allo kz 
= OCRwllez)， (2.6) 
这 样 ， 根 据 极 值 原理 的 推论 , 估 值 2.6》 在 整个 万 内 成 
立 , 即 
Wx+ ht+ Rh)— Wr,t) = Oleo,y). (2.7) 
因此 ,由 (2.4) 和 3 的 可 微 性 得 到 
W(x,t + R)— Wlx,t) = Wx + h, t+ hk) 
— W(xst) + Wxst + RA) — Wx + ht + R) 
= OCRllgllo.n). (2.8) 
估 值 (2.4) 和 (2.8) 证 明了 定理 3. 所 
定理 4 设 曲线 3 属于 (1, 0) 类 , 密度 Cz) 在 1 上 属 
于 (0, 和 ) 类 , C0) 一 0, 0 过 1 二 二 这 时 , 单 层 热 势 V[4] 
在 五 内 属于 Bw 类 ,而 且 ， 
lV ls» = Oligllo,y), (2.9) 
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这 里 的 O 和 4 无 关 , 同 时 , VCx, 0) = 97(x, 0)/8x 一 0. 
证 明 : 
显然 ， 
ma {Vz, Dl} = OC maxlp() |. C2.10) 


从 第 二 章 微分 公式 (1.5) 和 本 节 定 理 3 推出 , V(x, 在 
万 内 属于 (1, 0, 2x, %) 类 ,并且 ,由 于 (2.10)， 
vlan = Oellien), (2.11) 
为 证 明定 理 4, 讨论 V(x, 7) 对 : 的 光滑 性 ， 
令 Vi《x,z) 二 V[1] 是 单位 密度 的 单 层 热 势 。 这 时 
Vx, 2) = V(x, 1) + ple) Vx, 2), (2.12) 


plz, ) = Ie 一 “91GCe 2wCD， ar. 
容易 验证 ， 由 于 we 《0, 4)，p《0) 二 0， 从 (2.12) 可 推 


Vx, 1) = OCG)plleo), > 0. (2.13) 
现 设 (x, 4)、(x,) 为 DD 内 任意 二 点 。 为 方便 计 ， 令 
王 一 广 一 8>0。 如 果 扬 委 s， 则 二 委 28， 此 时 由 〈2.13) 
得 
Vx, aa) — Vx, 1) = OCett) glo,»). 
现 讨论 宇 e > 0 的 情形 .我 们 写 
Vrst) = Plx, 2) + pt)Vx, t), 
YC, 0) = [pC 一 wa)16Ce 15 wr), Yar. 
这 样 ， 加 网 
Vxs 2)— Vx, #2) = [Vx 0) — Vx, tb)] 十 
+ pLViCx, 4) 一 ViCx, 12)1, (2.14) 
根据 第 二 章 微分 公式 (1.6) 和 定理 2， 


rc iD O21), :> 0, 
Di : 
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因此 ， 
LDLV Cz, £0) — Vilx, £2)] 一 OCeit 所 ulloo7 
最 后 , 讨论 (2.14) 中 第 一 个 括号 ， 把 它 写成 四 个 积分 的 
和 : 
VCx, 4) 一 PCx, 1) 


一 | [enD — pe)1GCes ns gC), ar 
一 人 ep 一 waD]GGe msc， Tar 


和 


X 人 二 ar 十 位 LT) 一 LK(1) X 


i 
x | | a; 
它们 均 可 估 值 为 


oCllgllowet+*). 
于 是 ,我 们 证 明了 
Vlxs4) — Vx, 4) = Opleowertt). (2.15) 
估 值 (2.11) 和 (2.15) 证 明了 定理 4。 由 微分 公式 《1.5) 看 
出 ， 
OvV(x, 0) 
Ox -9 


3) 密度 为 Co 清关 函数 (二 < 1 < 1) 的 曲线 热 势 


定理 5 设 曲 线 s 属 于 (1,7 一 十 ) 类 ,二 <4<1, 涂 


度 4Q) 在 1 上 属于 《0, 1) 类 , p《0) 一 0。 这 时 ， 双 层 热 势 
W[x] 在 5 内 属于 B**" 类 ,而 且 ， 
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Jplaosro = odllele， (2.16) 
这 里 的 O 与 窒 度 /无 关 , 同 时 ，W(z, 0) 一 20 一 0， 
证 明 : 
由 (2.3) 及 第 二 章 (1.7) 和 (1.6) 可 得 


OW(x, 1) _ OW(x, 2D) _ 
Ox Ox 人 
[x (0)]’ 
x [wkss d+ oe | 
| 
(2.17) 
2 ja 一 wz(D] x 
8 [86Cx, 1; yrT), 7) 
x 2| |ar. 


(2.18) 

现在 讨论 9W/6x 的 光滑 性 . 
由 辅助 引 理 推出 , 8 形 /6x 在 万 内 对 x 满足 指数 为 2X” 一 1 

的 正则 条 件 , 并 且 , 它 的 正则 系数 可 用 xlje,w 估 值 . b 
利用 证 明 本 节 中 (2.2) 的 方法 可 以 证 明 ，8 丈 /8x 在 万 


内 对 + 满足 指数 为 4 一 去 的 正则 条 件 ， 同时 , 它 的 正则 系数 


可 以 用 Wxllo,w 估计 。 
这 样 , 我 们 证 明了 : ”在 了 内, 67/6x 是 B%* 类 函 
数 ,并 且 ， 


| 县 | = odalewy. G2.19) 
x 


oz 一) 
现在 讨论 (2.17) 中 第 二 项 的 光滑 性 . 
根据 定理 3, 热 势 W(x, 四 在 D 内 属于 Bo2 5 类， 同 
时 , 它 在 这 类 中 的 模 可 以 用 yo.x-$ 估计 .因此 , pC2)W[Lw'] 
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在 五 内 是 Bo2 类 函数 , 而 且 , 它 的 模 可 以 用 ploww 来 估 
计 . i 


不 难 证 明 


F(x, bl = GD 一 
2V xt 
在 D 内 是 Be 类 函数 ,同时 ， 
li lla» = Ollo,n). 
综 上 所 述 , 9W/68x 是 DD 内 的 B**" 类 函数 , 且 


上 外 | = Olpllo,n); 


也 就 是 说 , W 在 万 内 是 (10, 2X" 一 1, 4 一 二) 类 函数 和 


Nw e022#) = Ozh,a)). (2.20) 
W 对 + 的 光滑 性 可 用 本 节 定 理 3 中 的 方法 进行 研究 ， 这 
里 不 重复 了 ， 
定理 6 设 定理 5 的 条 件 均 成 立 . 这 时 , 单 层 热 势 了 [w] 
在 区 域 D5 内 属于 322-~” 类 ， 它 在 这 个 函数 类 中 的 模 可 用 
lelle,z 估 值 ,同时 ， 
OV(x,0) By(Cr,0) 8pCr，,0 
了 
证 明 : 
从 第 二 章 微分 公式 (1.5) 和 前 一 个 定理 推出 , 了 [wz] 在 万 


内 属于 (2, 0,22” 一 1,4 一 3) nGl, 0, 1 XD) 类 ,并 且 , 它 


在 这 个 函数 类 中 的 模 可 以 用 llulle 估计 ; 另 一 方面 , 根据 第 
二 章 微分 公式 (1.7),67[a]/8z 一 一 8WLp]/6x, 所 以 ,利用 
《2.20) 可 以 完成 本 定理 的 证 明 . 
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$3 密度 为 可 微 正则 连续 函数 的 曲线 热 势 


1 密度 为 Co 加 类 列 数 (0 < 1 < 十) 的 曲线 热 势 

使 用 微分 公式 及 定理 3 一 5, 可 以 证 明 

定理 7 ”假设 密度 pC:) 在 区 间 1 上 属于 (1，) 类 ， 
0 和 1 过 工 . 若 Se C1, 和), pC0)=0, 则 WLp]€ B20(D)， 
VIkle B20(D); 着 Se (1 十 二 ) pC0) 一 CO) 一 0, 则 


We B220( 万 )，FE B89(D), 在 各 种 情况 下 , 在 相应 的 函数 
类 中 ,到 和 站 的 模 可 用 其 密度 的 模 估计 。 同 时 ,友和 也 以 及 它 
们 所 有 的 导数 在 上 一 0 时 取 零 值 . 


2) 密度 为 Ce) (二 < < 1) 半 函 数 的 曲线 热 扫 

使 用 微分 公式 及 定理 4 一 7, 可 以 证 明 

定理 8 设 we (1, 2), (0) 一 wo) 一 0， 卫 <71<1. 
荐 sel1l, 2), 则 We Bom-0(D), VE Bem-0(D); 着 Se 
(2,2 本 二 )， 则 We B20CD),， VE B42-0( 历 )， 这 时 ,了 
和 在 相应 的 函数 类 中 的 模 均 可 用 lx.w 估 值 , 而 且 , WwW 和 
及 其 所 有 导数 在 :一 0 时 均 取 零 值 。 
$4 基本 定理 


现在 证 明 曲 线 热 势 的 基本 定理 . 

基本 定理 设 曲 线 热 势 的 密度 w(z) 属于 (x, 2) 类， 
n 宇 1, 0<%4<1, 并 有 , pC(0) =p(0) =p(0) 一 … 一 
HOC0) = 0. 

1) 着 0<4< 二 Se Cn, 4), 则 WLp] € Boi D), 
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vV[4] E 了 G2r20( 万 ); 

2) 若 0<) 去 了 Se (oa 十 二 Wwe Ber2n( 万 )， 
Ve 了 Gon+L20)( 万 ); 

3) 若 廊 <4<1， Se Cn, 1), 则 We Borar0( 万 )， 
Ve Btia2 ND); 

4) 车 于 < 一) 过 1 se (+12 一 二 )， 则 WE 


Brt1,2")(D), Ve 也 Cn+222-0( 万 ); 

在 所 有 的 情况 下 , W 和 V5 在 相应 的 函数 类 中 的 模 均 可 以 
用 lx,w 估 值 ;同时 , W 和 7 及 其 所 有 导数 在 :一 0 时 均 取 
零 值 . 

证 明 : 

基本 定理 用 归纳 法 证 明 , 

根据 本 节 定理 1 一 定理 8 的 结果 ， 应 用 第 二 章 诸 微 分 公 
式 , 不 难 证 明基 本 定理 在 x = 1 入 二 2 时 的 正确 性 . 

现 假 定 x 一 《一 1 和 w 一 六 时 基本 定理 是 正确 的 ,而 证 
明 它 在 x 一 十 1 时 的 正确 性 , x 过 2。 为 节省 篇 幅 起 见 ,只 

”讨论 W[jp] 的 光滑 性 。 . 
令 uE(R+1, 2), SECKR+1,N), p60) = pO0)=.. 


一 pitDC0) = 0,0<4< 这 时 ,we Ch 2), pb'€ Ch, D), 


因而 ,从 第 二 章 微分 公式 (1.7) 及 (1.6) 和 基本 定理 第 二 个 论 
断 在 ” 二 《时 的 正确 性 推 得 


OW[x] € 万 CtaD 1 
Br 


又 因 pp, ye 十 1 1)， 故 的 EC 1D), pb) Ek, 1), 
ER, 4)， pb" E(k 一 1,4), 因 而 ， 从 微分 公式 (1.97 以 
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及 基本 定理 第 二 个 论断 在 4 一 《 一 1 时 的 正确 性 及 第 一 个 论 
断 在 a 一 上 时 的 正确 性 推 得 

OW [x] € BQ-b2) 

Or 


这 样 ,根据 B 函数 类 的 定义 , We Born， 这 就 证 明了 基本 
定理 第 一 个 论断 在 ”一 《 十 1 时 的 正确 性. 
其 次 ' 令 pet+ 152), Se (4+ 4+ 二 ), pC0) 一 


LD) = p00) = 0, 0<1< 2 这 时 ,pe (ks)， 


be CR 十 二 ,因而 ,从 第 二 章 微 分 公式 《1.6) 及 (1.7) 和 


基本 定理 第 二 个 论断 及 第 四 个 论断 在 > 一 时 的 正确 性 推 得 
OWlr] ¢ BOrtiah); 
Ox 


又 因 E(k, 1), pCY YE (42 + 二 )， pp € (ks 4)s pp € 


人 十 1 十 1). 所 以 ,根据 微分 公式 《1.8) 以 及 基本 定理 


第 二 个 论断 在 = 二 《时 的 正确 性 及 第 四 个 论断 在 x = 二 《一 1 
时 的 正确 性 推 得 
.8 了 Lu] € 互 Qk22) ， 
or 


所 以 , We B*tt*w9， 这 就 证 明了 基本 定理 第 二 个 论断 在 "一 
A 十 工时 的 正确 性 。 
基本 定理 第 三 个 论断 可 直接 由 第 二 个 论断 推出 。 实际 


上 ,县 然 ke (tb 十 <1<1 那么 pe (2，7 一 
4 一 于 ,此 时 再 应 用 第 二 个 论断 便 可 得 到 第 三 个 论断 。 
为 证 明基 本 定理 第 四 个 论断 在 > 一 和 十 1 时 的 正确 性 ， 
。，71 。 


我 们 假设 we 人 十 1 0:Se (K+254 一 十 ), wo 一 AGO) 
0), 二 <4 1 这 时 ,we (kD (k+l, 


4 一 于)， 根 据 微 分 公式 (1.6)。(1.7) 及 基本 定理 第 四 个 论 


断 在 ” 一 和 《时 的 正确 性 得 到 
OW[p] ec Botrza-D， 
Ox ” 


又 因为 Ke Ck, 2) pW (k+l. 十)， wy ef， 


pp” 《ko 一 二), 所 以 ,由 短 分 公式 (1.9) 及 基本 定理 第 三 


个 论断 在 一 《时 的 正确 性 及 第 四 个 论断 在 > 一 《一 工时 的 
正确 性 得 到 
waa € BOttl2A—D) 
Oz - 


这 样 ， 根 据 8 函数 类 的 性 质 ,W & Bettw2r-o, 即 基本 定理 第 
四 个 论断 在 ， 一 《 十 1 时 是 正确 的 。 

完全 类 似 地 讨论 的 光滑 性 ，W 和 V 在 8 函数 类 中 的 
模 的 估 值 以 及 WW 和 各 阶 导数 在 : 一 0 时 取 零 值 的 结论 .这 
样 ,从 一 一 1 和 + 一 《时 基本 定理 的 正确 性 出 发 ,我 们 用 
归纳 法 证 明了 它 在 ”一 《十 时 的 正确 性 

推论 ， 以 57 表示 S 的 一 部 分 (53:x = 4(D)，5<r<7)， 
由 如 和 + 一 9 及 :一 并 所 界 的 半 无 穷 区 域 记 为 D5、 从 定理 
1 一 8 及 基本 定理 的 证 明 中 不 难看 出 当 上 述 各 定理 中 要 求 密 
度 及 其 相应 阶 导数 在 零点 取 零 值 的 条 件 不 成 立 。 而 成 立 其 它 
所 有 条 件 时 ， 这 些 定理 在 闭 区 域 53 内 仍 是 正确 的 ， 这 里 的 
4 > 0 是 任意 的 ， 这 时 ,所 有 相应 的 估 值 式 只 在 区 域 7 了 上 成 
立 ,而 且 ,这 些 估 值 式 中 右 方 的 常数 还 依赖 于 3 的 选择 。 在 这 
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种 情况 下 , W 和 了 及 其 导数 在 :一 0 时 取 零 值 的 论断 一 般 是 
不 成 立 的 . 

把 本 节 所 有 的 结果 综合 起 来 ， 我 们 列表 说 明 曲 线 热 势 的 
光滑 性 与 其 密度 的 光滑 性 及 热 势 所 分 布 的 曲线 的 光滑 性 之 间 
的 关系 。 

当 已 知 曲 线 s 的 光滑 性 及 密度 w(z) 在 [0, 7] 上 的 光滑 
性 时 ,曲线 热 势 W[x] 和 V[x] 在 区 域 D; 内 的 光滑 性 示 于 表 
1 中 , 表 1 中 的 8 二 0 是 任意 的 ,并 且 , 表 中 所 有 的 WW 和 V 在 
相应 的 B 函数 类 中 的 模 可 以 用 密度 “在 相应 的 c 函数 类 中 
的 模 来 估 值 ; 如 果 x《0) 一 w(C0) 一 … 一 p"X0) 一 0, 则 可 
取 6 二 0,n 之 0. 


表 1 曲线 热 势 的 光滑 性 


p(t) S LA VvV[p] 
1=0 (0, 0) Bo 
,| os<a< 二 | Go oa Bon 
<i<l 人 和 > Beoai-D BD) 
C9, D Bn) Beama 
0o<a< 4 
(Cn, A) 2 | | mo Beantuam 
n>1 (n, A) Be2m,22—1) Blnt1s24-1) 
0<24<1 | 1 ici 
2 i Bantbai-D Bon+aa-D 


注 曲线 热 势 表示 的 是 不 同类 型 的 热源 的 温度 影响 函 
数 。 为 了 使 “ 势 "( 温 度 ) 能 够 足够 光滑 地 变化 ,自然 要 求 热源 
的 工作 方式 (包括 热源 强度 的 变化 方式 和 热源 移动 的 方式 ) 也 
“相应 地 ”足够 光滑 地 变化 。 曲 线 热 势 的 基本 定理 , 严格 地 刻 
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划 了 这 种 * 相 应 的 "关系 . 

基本 定理 中 ,要 求 在 初始 时 刻 热 源 强度 取 零 值 ,也 是 很 自 
然 的 。 事实 上 , 既 便 5 无 限 多 次 可 微 , 4 也 无 穷 多 次 可 微 ,只 
要 p《0) 去 0, 基本 定理 就 可 能 不 成 立 ， 

例如 , 当 取 : 轴 为 5, 并 令 4 三 1 时 ， 单位 密度 的 双 层 热 
势 W[1] = W(x, 巧 在 坐标 原点 处 就 不 连续 。 实际 上 , 根据 
第 二 章 第 三 节 跃 度 公式 (3.6), 当 上 之 0、x 一 0 时 ， 


w[1]= +, 
2 


因而 , 当 (xz, 必 沿 + 轴 趋 近 华 标 原点 时 ,WC0, 0) 一 二; 然 
而 ; 当 x 关 0, xz 一 0 时 ， 

WI[1] = 0, 
因而 , 当 (x, 六 沿 * 轴 趋 近 坐 标 原点 时 ,WC0,0) 一 0. 所 以 ， 
Wi《x, #) 在 原点 是 间断 的 


第 三 节 面 热 势 的 光滑 性 


$ 1 辅助 引 理 
我 们 使 用 第 一 章 第 三 节 中 的 记号 。 
读者 可 自行 验证 下 面 的 引 理 ， 
辅助 引 理 “ 令 3 为 常数 ,并 


Geslxs £5 bt) = oi 5 二 堪 


Hoplx,t) = | a Goplx, 1; €, T)aE. 


设 a 宇 0 为 整数 , 8 二 0. 当 另 数 (9 在 2 一 [0,7T] 上 连 
续 时 , 若 0 二 7 二 4 一 28 十 3 二 1， 则 对 任意 的 x、*% 和 和 
t 宇 0 有 
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好 (zi 人 — Hes(x2,2) = Ox — x2)7); (3.1) 
若 7 一 1, 则 
HspCx1, Dn Haplxi, DD= Ola — zllnlx 一 xa| ); (3.2) 
车 0 二 7 二 2, 则 对 任意 的 x+ 和 # 宇 0、 之 0 有 : 
Hogslx» ti 一 Hogplx, #2) = Oh — tl)"); (3.3) 
若 y 一 2, 则 
Hsplx, 1)— Hoglx, 1) = O(a — wllnls ~ 4)); (3.4) 
(3.1) 一 《3.4) 中 的 O 不 依赖 于 x*, zt; x, x2; 二 的 位 置 。 
由 辅助 引 理 立刻 推 得 下 面 的 定理 . 
定理 1 设 函 数 $4(z) 在 1 上 连续 《一 1，2)， 密 度 
plx, 1) 在 内 连续 ， 这 时 , 面 热 势 


ar 


vtol 一 全 好 0 oC, DOG, 15 8, ra 
9 yale) 


在 内 属于 Be" 类 , 且 
laew = Om = max, lezs 1) (3.5) 


其 中 0 与? 无关, 同时, 当 :一 0 时 , U 及 其 对 * 的 导数 取 零 
值 . 


$ 2 密度 为 正则 连续 函数 的 面 热 势 


定理 2 设 $i€ (1,0),p€ BoDC8)0<2 和 1p(Cyi(0)，0) 一 

一 0, i 二 1,2。 这 时 , U[p]€ BQ2(g), 并 且 ， 
Ullses = 0Clollaoo7， (3.6) 

这 里 的 0 与 p 无关. 同时 , U 及 其 所 有 导数 在 Cy,《0),0) 点 取 
零 值 , i = 1, 2. 

证 明 : 

这 个 定理 的 证 明 较 长 ,我们 分 三 部 分 叙述 。 

2 


1) 首先 证 明 Ue (2,0, ,之 )， 这 里 , 当 1 < 工时， 
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17 一 2: 当 14 一 1 时 ,1 天 1 是 任意 的 。 由 第 二 章 第 二 节 公 
式 (2.3) 看 出 , 当 (x, 人 Eg 时， 
Ux,t) U(x, 1) , PU*(x, 1) 
Or’ px» #) Ox? Oxr? 


37) 
其 中 miCx 站 一 U[1] 是 单位 密度 的 面 热 执 而 
ED far Pe lode, ) — ol D1 x 


Ax? 
OG(x, 1; §, 7) 
这 
Ox dé. 


可 以 验证 ， 


[Se = oolien). 


由 第 二 章 微分 公式 (1.10) 得 到 
SD pg 一 mW 十 
x 


证 1 -全 (a 21 
2V nt oo 
其 中 Vi[w] 是 分 布 在 曲线 5; 上 的 密度 为 %%(z) 的 单 层 热 势 
由 前 节 定 理 1 知 , V'[%i] 在 内 属于 B*” 类 ,i 一 1,2。 这 
样 ， 

es 一 OCllellae27。 (3.8) 


因此 ,为 证 明 Ue (2, 9, 稼 )。 只 和 下 讨论 函数 


wo)—x 
人 
Wi(0)—= 
一 声 人 Vorgt. (3.9) 


2) 为 简单 计 , 只 讨论 函数 


hos 


plx, Flx, t) = plx,t) 上 etat (3.10) 


的 光滑 性 . 
不 难 验 证 ， 


F(x1, 2) — Flx,t)=0 (rr) (3.11) 


gC0) 一 和 2 
这 样 ,从 《3.10) 得 到 
px sOF x, t) — plxa, Fx t) = [pbx 
— plx2, DFCx1, t) + [pbx t) — plxa, 0)] 
X [Fx 2) — Flxa, t)] + plxas 0)[FCr 全 
— F(x 2)] 一 0[jz 一 zjollaeo] 十 px2,0) 
X [Flx, 2) — Fx A)]; 
另 一 方面 ;根据 定理 假设 , pCg《0), 0) = 0, 所 以 ， 
plxas OL Fx1, 2) — Fx, 2)] 
= OC]zx: — xal ?pllaes). (3.12) 
由 于 我 们 证 明了 0V/6x? 是 内 的 正则 连续 函数 ,所 以 ， 
BU /8x? 的 计算 公式 《3.7〉 在 整个 闭 区 域 z 内 成 立 。 又 因 
2p《gi《0), 0) 一 0， 故 BU/6x? 在 (pK0)、0) 点 取 零 值 , i 一 
1,2. 
现在 讨论 plx, 四 F(x, ) 对 :的 光滑 性 , 
设 4 一 一 8 >>0, 这 时 ， 
plxs 1) Fx, #1) — plx, t) F(x, £2) = [plx, 已 
— plx, 1)]1F(x, 1) + plx, t)[LFCx,t1) 


— F(x,1)]= OCe 刘 ell 十 [pCx, 2) 
— plx, OFCx, to — Flx, 12)] + [plx, 0) 
— pp(0), ECs, 1) 一 Flx,12)] 


一 0Ce 和 elseo) + Ololsewl FCx, a) 


»。77。 


— Flx, #1)1]+ Ollx— bhC0) IFCx, 1) 


pn DI , (3.13) 
容易 看 出 ， 
F(xs 1) — F(z, 1) = OC F(x, 1) — Flx, 12)1s) 
— OCs$|s — C0)1-’), (3.14) 


同时 ， 
F(z, #1) — F(x 1)=0 [让 ， hn (3.15) 


把 (3.14) 和 (3.15) 代入 (3.13), 最 后 得 到 


pxs a)F xs 1) — plxs ts) Fx, 1) = OCstlollses). 
于 是 ,我 们 证 明了 : 函数 p(x,)F(x, 四 在 8 内 属于 B 
类 ， 并 且 ， 它 的 模 可 以 用 lpllat» 估 值 ， 因 此 ,考虑 到 第 一 段 


中 的 结果 ,我 们 看 出 : 面 热 势 V[p] 在 内 属于 (2,0,X, 宅 ) 


同时 , 它 在 这 个 函数 类 中 的 模 可 以 用 ellae2 估计 . 
另 一 方面 , U[p] 在 g 内 满足 非 齐 次 热传导 方程 
Ou _ Ou 


DO —plx, t), 


所 以 ， 面 热 势 0 在 内 还 属于 (0, 1, Xx, 之 ) 奖 ; 而 且 , 它 在 这 


个 函数 类 中 的 模 可 以 用 llollae2 估计 。， 同时 显然 , 60/6: 在 
《gi(0), 0) 点 取 零 值 ,i == 1,2. 

3) 按照 22 类 定义 ， 为 证 明定 理 2, 只 剩 下 讨论 面 热 
势 U[p] 对 的 导数 关于 * 的 光滑 性 . 

设 (x, 4)、《x, za) 是 区 域内 任意 两 点 ， 这 时 ， 


OU[p] Rt 4 alr) = 
Be [ dr Ww [pCé,7) — plx, 12)] X 


x SC 6) gE + plx, #1) X 
Ox 
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x 2 = K(x, 1) + plx, 1) X 
: 


x a 2) ， 
其 中 Di(z, 世 一 U[1] 是 单位 密度 的 面 热 势 . 
因为 
pl¥, r) 一 p(xzst) 一 O[llolaeoClx — 51* 
十 1 一 z 入 十 1 一 二 的 ]， 
所 以 ， 


Ke 1) — KCxs 1) = 0 (e Flollsen). (3.16) 


现在 讨论 函数 pCx, 42)8U.Cx, 1)/6x 对 + 的 光滑 性 。 根 
据 微 分 公式 《1.10)， 


U0) pics, 1) — vals, £), 
Ox 


这 里 的 V' 是 分 布 在 曲线 5; 上 的 单位 密度 的 单 层 热 势 ， 为 简 
便 计 ,只 讨论 函数 

plx, ta)Vi(x, 1) 
对 : 的 光滑 性 ， 根 据 微分 公式 (1.6)， 当 上 > 0 时 ， 


OViCx, 1) blo 
Oz 


1 0(+r!), 


2V nt 


=W[4] 十 


(3.17) 
其 中 W[gi] 是 密度 为 i(z) 的 双 层 热 势 ， 它 分 布 在 曲线 8 
到 
首先 假定 一 二 8， 之 Ee， 这 时 ， 
plxs #2) VCx, aa) — VCx, #2)] = [plx, 4) 
一 plx, 0)1[V'Cx, 4) — V(x, 1)] 
+ plxs OTV'Cx, 1) — ViCx, #2)], 
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由 于 拉 格 朗 日 公式 和 (3.17), 上 式 中 头 一 项 可 估计 为 


Lt4 ， 
o (e Fholsew ). 


第 二 项 估计 如 下 : 
plxr, [Vz, a) — Vx, #)] = [plx, 0) 
— pg.C0), ODIV' Cz, ba — ViCx, 12)] 


= 0 (elolew [1 + = 一 |]) 


= o(elolen [1 + G7]) 


一 0 (etlolses ), 
其 电 为 这 六 
最 后 讨论 4 之。 的 情形 ， 这 时 ， 
[plx, #2) 一 plx, 0)]V'Cx, #2) 
= 0( holon ) ~ o (Flolsen), i 12; 
而 
px, [ViCxs 1) — Vx 1)] = [px, 0) 
— pChiC0), OV'Cx, 4) — ViCx, £2)] 
= Olleolsewls — pO WC, a) 
— ViCx, 1)1]. (3.18) 
当 |z 一 几 (0)| < Vs 时 ,由 于 
Vi(x, 1) = 0 (上 3), 
所 以 , (3.18) 可 估计 为 
1+4 
o (oF Iolsew); 


当 |x 一 四 (0)| > Ve 时 ,根据 (3.17), (3.18) 可 估计 为 
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o(lelsealz 一 Co [Qt 下 


一 oOCGeGL+ lz 一 由 (OhP-Dllollseo) 
一 o (eolses). 


至 此 ,我 们 证 明了 : 面 热 势 U 是 z 内 的 (1, 0, 1 二 二 ] 


类 函数 ,同时 ， 
Ul oo 232)， 一 OCllpllsen). 


定理 2 证 毕 . 
推论 ”由 定理 2 的 证 明 过 程 中 可 见 ,如 果 条 件 
PCw(0), 0) 一 0 (i=1,2) 
不 成 立 , 而 成 立定 理 2 的 其 它 所 有 条 件 , 那么 , U[p] 只 在 区 
域 可 内 属于 B%， 类 , 且 
lulaencar) = OCllellae D8)), 
这 里 丁 是 z 被 直线 :一 8>>0 所 截 的 上 部 分 ， 上面 的 估 值 式 
中 的 o 依赖 于 6 的 选择 。 
我 们 对 定理 2 中 的 条 件 
ppA0), 0)=0 Ci=1,2) 
做 一 简要 的 分 析 。 我 们 举例 说 明 , 如 果 这 个 条 件 不 成 立 ,即便 
plx, 在 5 内 无 限 多 次 可 微 , pi(z) 也 无 限 多 次 可 微 ,仍然 不 
能 保证 U[p] 在 闭 区 域 z 内 是 B% ”类 函数 . 
事实 上 , 设 5; 为 直线 , 5, 为 : 轴 的 一 部 分 , p 三 1。 在 第 
二 章 第 二 节 第 1 段 曾 指出 
UCx, 1) 
Ox? 


= Wl1] —W(1], 


这 里 W;[1] 表示 分 布 在 5; 上 的 单位 密度 的 双 层 热 势 。 显然 ， 
热 势 W,[1] 在 坐标 原点 是 连续 的 ;而 W,[1] 在 (0, 0) 处 是 间 
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断 的 ， 所 以 。 [1] 在 下 内 不 可 能 是 Be 类 函数 . 


5 3 ”密度 为 Bo (1<m<2, 0 二 4 过 1) 类 函数 的 面 热 势 
根据 微分 公式 、 基 本 公式 以 及 本 节 定 理 1 一 2 和 上 节 定 
理 6 一 7, 可 以 证 明 : 
定理 3 设 密度 pCxs De Bm2(8) 类 , m 一 1, 2,0< 
4 过 1, 并且, px, !) 和 它 的 所 有 导数 在 (4i(0), 0) 点 取 夫 
值 , i 一 1,2; 当 m 一 1 时 , 设 Se (1, 2); 当 m 一 2 时 ， 


设 5e(L 1 二 ,i 一 1,2. 


这 时 , 面 热 势 U[p] 在 8 内 属于 B+ 类 ,并 且 , UU 的 模 
可 用 其 密度 的 模 估 计 ; 同 时 ，U 及 其 所 有 导数 在 《yw,C0), 0) 
点 取 零 值 , i 一 1, 2. 

如 果 2 及 其 导数 在 C40), 0) 处 不 全 为 零 ， 则 上 述 结果 
只 在 区 域 如 内 成 立 . 


$4 基本 定理 


现在 证 明 面 热 势 的 基本 定理 。 
基本 定理 设 密度 pCx, 1) 在 区 域 5 内 属于 Bo" 类 ， 
m 之 1,0 过 4%< 1,p 及 其 所 有 的 导数 在 Ci《0), 0) 点 取 零 


值 ,i 一 12。 这 时 ,着 当 为 偶数 时 ,Se ( 畔 ,上 十 2) 类 ， 


当 m 为 奇数 时 ，Sie (加 十 ,二 ) 关 , 则 面 热 势 U[Lp] 在 8 内 
属于 Bmt2») 类 , 且 

lplaerae = OCllolsen), 3.19) 
这 里 的 0 与 ?无关 ;同时 ,及 其 所 有 的 导数 在 (C0)，0) 点 
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取 零 值 , i = 1, 2. 

如 果 pCx, ) 及 其 所 有 导数 在 (di(0), 0) 点 不 全 为 零 , 则 
《3.19) 只 在 区 域 可 内 成 立 ， 这 时 ，(3.19) 右 端的 O 依 赖 于 
6 > 0 的 选择 ,并 且 , UU 及 其 导数 在 (gi《0), 0) 点 不 一 定 为 零 。 

证 明 : 

基本 定理 用 归纳 法 证 明 。 

根据 本 节 定 理 3 知 ,基本 定理 在 m 二 1 和 m 二 2 时 是 正 
确 的 . 

现 设 基本 定理 当 m 一 ” 时 是 正确 的 ，” 之 1， 我们 证 明 
它 在 普 一 ”十 工时 的 正确 性 . ' 

为 书写 简便 起 见 ,不 妨 假 设 > 为 奇数 , z 二 2 十 1, 宇 0， 
并 只 讨论 U[p] 的 光滑 性 , 


设 oe Bottan, sie (4 1 二 四)， 1 一 1, 2， 这 时 ,由 
基本 定理 在 由 一 ”一 2k + 1 时 的 正确 性 推 得 
Ul[p:] € BOtt3DCE); 
同时 , 由 于 oC), De (人 十 1 过 类 , 所 以 ， 依 前 节 基本 


定理 , 单 层 热 势 普 [o(Ci(D， 幻 ] 在 下 内 属于 Bt 类 ， 这 
样 ,由 微分 公式 〈1.9) 可 以 看 出 


Ue (2 + 4, 0 2)N (2 +3,0,1, 1 tn 


N(2k+2,1, ,2)n No n 
(2,4+ 1,X, 半 )n(L t+ 站 让 Et 


同时 ,由 第 二 章 基本 公式 (2.8) 还 可 以 看 出 既然 Ue 
和 > 
(RE 二 ) 和 os (ok+ 1 2 二 ) 那 么 ,90/ate 


。83 。 


(e+ 入 二 ), 即 De (0, 二 2, 之) 因此 ,根据 
函数 类 定义 ， 

这 € BOtthi)CE), 
即 基本 定理 当 m = » 十 1 二 2 十 2 时 是 正确 的 

应 当 指 出 ,由 于 证 明 中 应 用 了 前 节 基 本 定理 , 所 以 , 本 节 
基本 定理 中 对 5; 的 光滑 性 的 要 求 因 普 的 奇偶 性 而 异 . 

把 本 节 中 所 有 的 结果 概括 起 来 ， 我 们 列表 说 明 面 热 势 
U[p1 在 区 域 西 内 的 光滑 性 与 其 密度 P 在 下 内 的 光滑 性 以 及 
曲线 5; 的 光滑 性 之 间 的 关系 。 表 中 〖[p] 在 了 of (85) 中 
的 模 可 用 lpllamra) 估计 ; 当 pe Beo9 时 , 可取 5 一 0; 当 
peE Bo m 之 0 时 ,如 果 P 及 其 所 有 导数 在 《yw:C0), 0) 
一 1,2) 点 取 零 值 , 则 也 可 取 5 == 0. 


表 2 面 热 势 的 光滑 性 


功 为 偶数 


mt mT 和 
2 G ) Bimtsh) 
0<4<1 攻 为 商 数 
C4 


第 四 节 ” 泊 阿 松 积分 的 光滑 性 


由 于 今后 的 需要 ,本 节 内 ,我 们 只 在 某 特定 情况 下 讨论 泊 
柯 松 积分 的 光滑 性 。 
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假定 p(x) 定义 在 全 实数 轴 上 ， 而 当 |x| 宇 1 时 , p(x) 
及 其 所 有 的 导数 均 恒 为 零 。 用 万 表示 矩形 区 域 -1<x*<1， 
0 < 1< 了 7 了. 我 们 将 在 万 内 讨论 泊 阿 松 积分 


ZG) = ZC9) 一 人 ccc 和 BC94 
一 全 cc pw 


一 一 一 Cd 


a 
在 和 Egg P(x) 连续 时 ,在 D 内 Z(x， 
四 满足 齐 次 热传导 方程 ,Z € Bo9( 万 ), 旦 ZCx, 0) 一 gp(*). 
现 设 pe 《0,4), 0 过 4141。 这 时 ， 用 变换 5 一 x 一 7 
把 Zlx, ) 写 为 


zn) = 让 p+ Den, 
因而 , 若 x1，x; 为 任意 两 点 , 则 
Zr 2) — Zz 2) = Ox — xlgleon). (4.1) 
现 讨论 ZCx, ?) 关于 :的 光滑 性 。 
不 妨 设 太一 三 二 6 二 0. 若 4 忆 8， 则 有 
Zlx, zi) — Zr,#) = Zr, #1) — Zr, 0) 
+ ZCx, 0) — Z(x, 12), 
而 根据 第 三 章 第 二 节 中 的 讨论 可 得 


Z(x,4)— ZCx,0) = ZCx,4) — plx) 


1 mm 

和 加 Ps ad 
二 | [8) — pC Jes 

做 变换 : 


= 
2V a 
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后 有 
ZG, DZ) = 0 (Wolon [labian) 


oo 
一 


= oploned); C4.2) 
如 果 握 二 s, 则 有 
Zest) — Zs) — 大 上 er [pV Hn + *) 
— pC2V Bt)lan= OCeijolow). (4.3) 
从 (4.1),《4.2) 及 (4.3) 我 们 可 以 得 出 结论 : Ze B02D》， 
且 
|2ZIB®» = olllgllo,»). (4.4) 
现在 讨论 一 般 情形 . 假定 pe Gz, 2), + 宇 0,0<4<1. 
用 变换 5 一 x 一 把 ZCx, +) 写 为 
1_ 人 "省 
Zlx,t) VY 人 4 Cr 十 1)d1。 
由 此 可 见 ， 


2 ~ zm), 
ym 表示 ?的 阶 导数 根据 前 面 的 讨论 ，pe Cx, 4) 时 ， 
Zpm) 属 Be 类 ,因而 。2 在 万 内 属于 (m0, 1, 二) 类 ， 
且 其 模 可 用 pl 估 值 . 根据 本 章 第 一 节 中 对 B"* 的 合理 
性 讨论 , 由 于 2 在 内 满足 齐 次 热传导 方程 , 因此 , 如 果 2 在 
万 内 又 属于 (" 一 1,0,1, 上 二 4) 类, 那么 , 它 必然 属于 Be 
类 .我 们 现在 证 明 这 个 事实 .为 此 ,只 需 讨论 9"?ZCg)/9x"" 
对 * 的 光滑 狂 ; 可 是 ， 
2 ~ zw)， 


Ox"-! 
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所 以 ,我们 只 需 证 朋 下 述 论 败 : 若 pe CI, 27。 且 当 1z| 将 几 
时 ，9(z*) 三 q(x) 三 0， 则 Zzx, 2) 在 D 大 关于 :属于 


0 二 区 类 , 且 它 在 这 个 函数 类 中 的 楼 可 用 jpllaws 估 值 。 
为 此 ,用 变换 一 7 一 工 把 ZCx, 写 为 


(tl) 
ZCx, =— | ce gp — Ldn. 
2 对" 一 


引入 新 函数 6《7) 一 pG 一 工 ), 则 9《7) 仍 为 (1 2) 类 函数 ， 
且 8C0) 一 9(0) 一 0.。 这 时 ， 

67) = OCntlglla,s). 
显然 ， 


tl) 


OCn)dn. 


Z(x,)) = —— 
3 2 了 | 
现 设 a0，#>0 为 [0, 7] 内 任意 两 点 , 4 一 4=e 之 0。 
当 4 <。 时, 利用 变换 7 一 2V 2 有 


e 
一 o 


(x+L=7)’ 
Z(x,t) 一 | e “1 07)an 
2V ati"™™ 


= 0 (et oles). 
其 次 ,讨论 >。 的 情形 。 这 时 ， 


ZCxra) 一 ZCzy5) 一 


站 [z+L-n]: (s+L~ 
一 一 | |: CR 0(7)dn 十 
2 Ei 
oo (s+L-7): 
(= ps 一 一)| e 4 0ndn; 
2V zh 2V ah/ 
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第 二 个 积分 可 估 值 为 S 
0 ( erillolla,y = i nan) 
= 0 lolew ); 
由 于 当 * 宇 0 时 ， 
ec~*™=0 (zi 下 ， 
所 以 ,第 一 个 积分 可 估 值 为 
-至 _(Cz+L 一 9) 
0 (ss jolla,» I (x+L—n7lnltte 全 an) 


=0 (a lela ). 


综合 本 节 中 的 讨论 , 写成 下 面 的 定理 . 
定理 ” 设 始 值 函数 p(x) 及 其 所 有 导数 在 |x| 宇 工 时 均 
恒 为 零 . 若 pe (>,1) 类 , n >0, 0 < < 1， 则 哥 西 问 题 
人 一 0 <xzy 一 oo,0 一 上 一 7T; 
ux, 0) 一 mx)， 一 co 一 x 一 oo; 


的 解 - 
1 om (x6)* 
Z(t,1) 一 一 一 人 a 
(zx, ) py gp(E)aE 
在 D( 一 L<x 壹 L, 0 么 上 入 T) 内 属于 Be 类 , 且 


有 Za 一 Oplle,n). (4.5) 
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第 六 章 热 势 直接 值 的 增 滑 作用 


第 一 节 ”曲线 热 势 直接 值 的 增 滑 作用 


$1 密度 为 连续 函数 的 热 势 的 直接 值 

定理 1 设 曲 线 Sé (0, 4) 类 ,3/4 二 4<1, 密度 (2) 
连续 .这 时 ,Ws(0) 一 Ves《0) 一 0， 且 PCD 和 了 oz) 在 
[0, 7T] 上 属于 (0, 2% 一 3/2) 类 ,同时 ， 


上- = OC 一 max jz 1)， (1.1) 
DeeT 
|V sadly = Op), CEL2) 
其 中 0 与 4 无关. 


证 明 : 
不 妨 只 证 明 (1.1)。 根 据 定 义 ， 
Wail) = [eKG, rar, 
其 中 


KG = POT) (013) 
4V at—r) “ 
为 计算 方便 ,不 妨 设 At 宇 0。 当 :< At 时 ， 


mn = 0 (mh G— iar) = ouanr-9 


Walt + At) = OC1mAtt); (1.4) 
现在 讨论 : > At 的 情形 .估计 差 


Wils + AD 一 Bu 一 (25 CIKC + Ats rdr 一 


*。89?， 


二 人 Ar)KCt，r)dr 十 全 PCr)》X 


[KG 二 At r) 一 KGt Tr)]ar = 01+02+0s, (1.5) 
把 以 上 三 个 积分 依次 记 为 80,，0，;，0;. 


由 于 Se (0, 27, 所 以 ， 
9 一 0OCmApr); (1.6) 
Q2 一 0CnAtr- 二。 (1.7) 
把 9; 写成 三 项 之 和 [: 
9, = 二 pL + AD — pr)] 
下 A EL 
x [Ga ci] RE 


or) Wet AD 一 由 


二 一 G— Dn 


4V x 
和 1 (~ pL pr)] 
和 ) + GT 
x 二 一 
一 0 十 0 二 901， 
gi= 0 (ped) Griarl ) 
十 0 (warm < 一 Diarl) 
= OCuAz 拉 。 (1.8) 
Q = OCjuAt™#), (1.9) 
注意 到 当 *、x* > 0 时 ， 
ec 一 < 一 0Cz 一 xz)， 
0 = O(n[AA 二 十 Ap) = OCuArm 拉 (1.10) 
估 值 (1.4)、(1.6) 一 (1.10) 说 明 uCa) 在 [0, 了 ] 内 满 
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足 指数 为 22 一 3/2 的 正则 条 件 , 且 其 正则 系数 可 用 pu 估 值 。 
由 于 Se (0, 2)，12 > 3/4， 所 以 ， 
max [Ws (| = OCuo)， 


因此 ,定理 1 证 完 ， 


$2 密度 为 正则 连续 函数 的 热 势 的 直接 值 
定理 2 设 密度 xz) 在 [0,，7] 上 属于 (0，)) 类 ， 
0<+< 卫 ， pC0)=0， SE (1;7. 这 时 ,Ps(0) 一 了 se(C0) 一 0， 


且 Bus(CD 和 Pu 人 D 在 [0, 7] 上 属于 (0, 二 十) 类 , 同 
时 ， 
和 paslezs 和 一 CCulle)， (1.11) 
Vz,rs) = Oelleo,y), (1.11 7 


这 里 , 当 0<4< 十 时， 久 一; 当 4 一 方 时 ,< 亡 是 
任意 的 . (1.11) 和 (C111) 中 的 0 与 无 关 , 但 当 4 一 二 时 ， 
与 从 的 选择 有 关 。 


证 明 :; 

只 证 明 (1.11). 

由 于 水 (9 可 微 ,对 (1.3) 成 立 估 值 
Kl, r) = Ot— r+), (1.12) 
KD -ol 一 cl， (1.13) 


现 设 a, 4 是 [0, 7T] 内 任意 两 点 。 为 方便 计 , 令 丸 一 如 
一 8 > 0。 如果 刀 志 6, 则 由 (1.12) 和 C0) 一 0 得 出 ; 
Walt) 一 OCerttlpllo,,). (1.14) 
现 设 之 se。 把 差 Wi《4) 一 Wi(4) 写 为 
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BatD — Wa = pe) [| Kens ar 
一 人 天 (zy aar] 十 从 [gC7) 
一 KDJKCo ar — | [kr) pt))] 
x KC Dar}. (1.15) 
先 估计 花 括号 内 的 差 式 ， 由 (1.12) 得 到 
(Cn) ~ pIK Ga, Dar 


= OCerttlplon), (1.16) 
类 似 地 ， 


上 [pC7) — wt) KG, tar = OCerttyleo,,); (1.17) 
由 (1.13) 推 得 
二 [C7) — pC)IKC, 7) — Kn, Tlar 


1 
OCert¥glleo,n), 0<7< 2 
一 1 (1.18) 
/+ 雪 2 一 一 
oCersilaloa， 3. 


现在 估计 (1.15) 中 头 一 个 差 式 . 为 此 ， 进 一 步 讨论 核 
K(zt,r)， 在 做 变换 
cb) — br) 
2 AM 1 一 了 


E20)) 


: 人 ， 
f xc， rar 2 etar + Valy] 


x 


后 有 


=f() + Valy'], 
其 中 Vslw'] 表示 密度 为 的 单 层 热 势 的 直接 值 。 


。92 。 


t>0; 


显然 ; 当 Se (1, 0) 时， 
f (2) = O01), 
因此 ， 
pC 一 大 52)] = OCett 提 alleo7。 《1197 
太志 8 二 0。 


现 讨论 差 
LLVECD) — VE C2)], 


把 V%(z) 写成 
VEC) = TO) + WV) 
yt) — YC 了 有 


VO 一 | 
?2 V xCz 一 T) 
CD 2) 
IC dr。 


| 
?2 VC 一 T) 
显然 ， 
Visl?) 一 0O(G 十 1)， :>0. 


LCP CLV A 一 Valt)] = OCettplo,w),. (1.20) 


所 以 ， 
最 后 ,只 剩 下 估计 : PCa) 一 C4) 
= ID — HDIGCGCD, 1 C7), rar 


一 全 WD) — HIG a 
Se 
2V x(ti — Tt) 


$Date LD — wc | 
人 
Mr) 


2V ah 一) 
[ys 
[= AI 


— (2)]—— 
| 2V rt — rr) 


= OCe*+#ly lo.n); 


天 


[wt2)— (7) 
| dt 
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所 以 ， - 
ACPD)[ 殊 Ca) 一 VC)] = 0OCex+ 抽 wjloo2?。 (1.21) 
估 值 (1.14) 一 (1.21) 证 明了 定理 2. 


定理 3 设 we 《0,4), p(0) = 0， <2<1, EC; 


罗 ), 则 Wb) 和 Vilz) 在 [0, 7] 上 属于 ( 1， 2 一 二 )， 且 


用 机 sl 一 和 et Oxley), (1.22) 
中 Fo 和 = OCllelloo?; (1.23) 
同时 ， 
Wa(0) = Wi(0) 一 0， Vn(0) 一 VrsC0) = 0， 
证 明 : 
只 证 明 (1.22). 
1) 首先 计算 Ws) 在 + = to>, 点 的 导数 . 


W(t) = pt) 了 KCz,r)dr 十 人 [uC7) 
— p10)IKCt,T)adr = TC) + 12); 
由 于 4 地 和 


0. 一 
从 一 分 2 ~ OCp2-i， 


6 
mt 的 导数 可 写 为 

= pC) LKG, 0) 十 | 站 KGst — ha4]. 
容易 验证 ， 
dIAto)  (% BRKCtcr) 
A = pk) — pe)1 ESE 


ttdT (1.24) 


因此 ， 


dWa(zt) _ OK(t,t—h) ,| 
We 一 wx [Kss0) + [Rm 
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十 | [pC7) — pe)] ED dtr = 0) + (0). 


(1.25) 
显然 , 
dW(0) -0 
dr 
2) 现在 研究 J;(z) 所 满足 的 正则 条 件 ,首先 讨论 六 (2) 。 
令 4 一 二 8 > 0. 若 4 达 6, 则 由 pC0) 一 0 得 
LOOK 0) = OCez- 训 ulloo?， i=1,2. (126) 
当 宇 s 时 有 
ACIDKCn 0) 一 pt)KCs, 0) = [p41) 一 ACoa)]KCn， 0) 
+ pC){ Klan, 0) 一 KGa, 0)] = Oe-thyllo,n). 


(1.27) 
现在 讨论 函数 
= (‘OK(1,t— 4h) 
PC) pli) = | Ess ha — | OKC bh 
[OK(t ,ti—h) _ OK(t,t — h) 了 
[ [ or 人 ] oh 
十 人 OK(sn — 
四 Or 
由 于 曲线 $ 的 光滑 性 , 当 h >> 0 时， 
OK(t,t—h) OCR-}) 
Or 
OK(t,t — h) a OK(t,4 — 1) i OCeih™?) 
Or Or ’” 
所 以 ， 


Plt) 一 pa) = OCe’-1), 
由 此 推出 


95 


-KGtDPCO 一 COpC2) = OCei- 提 mllo2o)》 《1.287 
估 值 (1.26) 一 (1.28) 说 明 (5) 在 [0, 7] 上 满足 指数 
为 4 一 这 的 正则 条 件 , 且 其 正则 系数 可 月 llelle 估计 。 
3) 现 讨论 7.(9)。 
A Le 一 KDJa&cesmDwr 


-te — 1 Dar + (7 {lac 


— pa)] 人 一 [KoD 一 wa] ED ar, 
4 Br 


由 于 (1.13), 第 一 个 积分 不 超过 

OCert lo); 
第 二 个 积分 可 以 类 似 地 估计 。 把 第 三 个 积分 写成 和 的 形式 ， 
再 利用 (1.13) 和 (1.25) 进行 估 值 : 


| te ~ p01 [EG ~ KD a 


+ | eA) — pK DD gr 
0 Oz. 
= OClxllo,n | — [es — rt + et— 


一 Dr9drD+odlelaae | Ca — riarl) 


一 OCei 训 pllo)， 
至 此 ,定理 3 证 毕 . 


53 密度 为 Cm 类 函数 (0 < 1 < 二) 的 热 势 的 直接 什 


定理 4 设 曲线 Se (n++1, 1)，m 0 0<4<1， 


SD 
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密度 wo) 在 1 一 [0, T] 上 属于 (mn, 22， 并 且 ，KC0) 一 w (07 
Eh 一 jC0) = 二 0。 这 时 ， 双 层 热 势 的 直接 值 WC2) 
和 单 层 热 势 对 x 的 导数 的 直接 值 VCz) 比 其 密度 的 光滑 性 
高 半 阶 , 即 Wa ls) 和 Vass) 在 7 上 属于 (。， 7 十 动 类 , 同 
时 ， 
册 #8 = Oelle, 1)» (1.29) 
|V saen, + = Ollelle, »)» (1.30) 


这 里 , 当 0<4< 二 时， Vs 当 4 一 士 时 ,< 士 是 


任意 的 .1.29)、(1.30) 右 端的 0 只 与 $5 和 /及 有关 , 而 
与 无关， 这 时 ， 
Wis(0) = Wa(0) = = WN0) = 0, 
Ven(0) = Vis0) = V0) = 0. 
推论 ”在 上 述 定理 中 ， 若 密度 或 其 某 级 导数 在 零点 不 
取 零 值 , 则 定理 4 只 在 ! 内 任 一 闭 区 间 /1; = [5, 了 ] 上 成 立 ， 
6 > 0, 同时 ， 
we 2+ Ba» = Oelle Den), (1.29') 
NV sade *+ Be, = OCellce 2)» (1.30') 
这 里 的 0 与 8 的 选择 有 关 .。 在 这 种 情况 下 , Ws 及 了 xxe 和 它 
们 的 导数 在 零点 一 般 不 取 零 值 . 
证 明 : 
定理 4 的 证 明 较 长 ,我 们 分 五 侦 叙 述 . 当 = 一 0 时 ,定理 
4 即 是 定理 2; 尽管 如 此 ， 我 们 还 是 单独 证 明了 定理 2,， 这 样 
可 以 大 大 缩短 定理 4 的 证 明 。 于 是 , 我 们 只 讨论 = > 1 的 情 
形 ,并 不 妨 只 证 明 (1.29). 
1) Wz) 的 # 阶 导数 


Was) = | RG, ar, 
xr 


1 
5 2MW 
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Rl, 7) 一 $e) L2G = Ee 


2 AM r 

因此 , 当 上 之 0 时 , Ws (4) 的 = 阶 导数 为 下 面 一 些 积分 及 函 
数 微分 之 和 : 

= rw, dr, 0<k<n, (131) 


oo 2Vxr - 


d? [eco Rt-p)Cs, £) ]。<s:+eso-b 


adi? x 


2V 天 it 
(1.32) 
R(t, 1) 一 mRG, 7), 0<mn<n, 
Om 
当 p0O) = 0) = 一 jp"(0) 一 0 时 , 《1.32) 均 


为 零 , 所 以 ,为 证 明定 理 4, 只 需 讨 论 积分 (1.31). 
2) 积分 核 Re(t, +) 
为 研究 核 RCz, >) 的 形状 (0 和 4 < x), 引入 下 述 运算 
符号 ， 
设 函 数 y 一 (sz), 其 差分 记 为 
Ab(z) 一 消 (z) — yl7), 
在 差分 中 做 变量 替换 + 一 :一 > 后 得 到 
AbC] 一 Ab(D | -一 一 消 (GD) — yl — 7). 
差分 Ab (z) 对 “的 微分 与 变量 替换 的 顺序 是 可 易 的 , 即 
AhCD = yO — Yr) Ag). 
应 用 上 述 符号 ,把 RC(z, +) 表示 为 


一 ED En Pk, 
Rs, D-; 苑 ae ”一 -人 1(- 人 


Mr 2Vr 47 


-x 劳 )-"( 吾 )-rey 
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其 中 ， 


n=2V 7, 
了 (GE) = 81(8), 
f(8) = ee. 
F(#) 对 + 的 9 级 导数 为 一 含有 5 及 其 直至 4 级 导数 的 常 系 
数 多 元 多 项 式 与 1(5) 之 积 , 此 多 项 式 无 常数 项 ,并 且 , 只 有 一 
项 中 含有 5 的 4 级 导数 , 它 等 于 
《1 一 28)80, 
设 此 多 元 多 项 式 中 5 及 其 直至 4 级 导数 的 最 高 宕 次 为 we， 则 
可 写 
Fa) = f(8)(Po,a§) + PCS)7， 
Palé) = (1 一 25°)8®, 


P= DY Ko CEE) Em, 
Kw 为 某 些 常数 。 
由 于 we (" 十 1,2), 故 当 0 委 94 委 z 时 ， 


so (HY HE S00 ~ poe 1) 
和 站 


1 2Wy 
= 0O(V7), (1.33) 
而 
"1 一 O14), (1.34) 
因此 ， 
FE)=0(), 0<g<n, (1.35) 
F+W(8) = O14), (1.36) 
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估 值 (1.35) 保证 了 积分 (1.31) 的 一 致 收敛 性 , 因而 , 上 
面 对 Ws(z) 的 # 阶 导数 的 计算 是 正确 的 ,并 且 , 由 (1.35) 立 
即 推出 , Ws 及 其 直至 =” 阶 导数 在 上 一 0 时 取 零 值 . 

3) 积分 


(Kk) ES 
TCD) 一 [全 2 Ro, 7)drs 1 SASn— 1. 


" 2Vxrr 
当 1<k< 一 1 时 ,由 于 估 值 (1.35), 可 对 TC?) 再 在 
积分 号 下 微分 一 次 : 
2 ULCktD(Cz 


GG) 一 2 ROC, r)dr 


2 AM 元 r 
可 [ PC 一 六 RorrobCzr)dr。 
这 Amy 
从 (1.35) 可 见 , T(z) 在 ! 上 为 连续 函数 ,并 且 ， 
ax [1 C2) | 一 OCR (| 十 ma (a) 1) 
= Oplletm ne), 
所 以 , KC 在 7 上 是 (0， 7 十 2) 类 函数 , 同时 , 它们 在 这 


个 函数 类 中 的 模 可 用 lxllc, 估 值 。 这 样 , 为 证 明定 理 4, 只 
需 讨 论 积分 1,(z) 和 T。(z) ， 需 要 证 明 它们 在 1 上 属于 (0， 


* + 十) 类 , 且 其 模 可 用 ew 估 值 ， 
4) 函数 也 GO 一 安全 号 RG mdr 
wo 


做 替换 > 一 :一 7t, 把 Tu(z) 写 为 
Tu (Cr) 一 [ WTIKC, T) ar, 


这 里 的 KK 是 积分 核 (1.3). 
由 于 pe (0, 4)，p"(0) 一 0, 故 根据 定理 2, 7, (7) 
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在 1 上 属于 (0, + 证 ) 类 函数 ， 且 


jalle zx 和 一 OGlee2lle 1) = Ollo, 1»). 
吕 :p(t— 7) (n) 
5) 函数 noD 一 上 EF Rr, nd 
为 证 完 定理 4, 只 剩 下 讨论 1,(:) 了 ,需要 证 明 
Nolleo, > /二 和) 二 Oplles, »). (1.37) 
由 于 
Rs, +) 一 PF"\(E) = f(E)CPo,n(8) + Pnl)), 
可 以 把 1 写成 两 项 积分 之 和 : 
ToGD 一 Ta() 十 To(z)， 


uC) 一 | F220, 
xr 

和 (9 -| < 2 (Bar 

0 。 2WFr 1 . 


因为 Pn《#) 中 只 含有 5 对 + 的 直到 ”一 工 阶 导数 , 所 以 , 可 
以 对 Tou(o) 在 积分 号 下 进行 微分 。 这 样 ， 为 证 明 (1.37), 只 
需 讨论 函数 Tu (z) 。 
由 于 
Po,al$) = (1 一 28°)5", 
又 可 以 把 Tu(z) 写成 差 的 形式 : 
Ta?) 一 Tou(a) 一 Toa(D， 


In() 一 | Fo, 
xr 


TCD = 汪汪 PEICE)ar. 
rr 


鉴于 估 秆 (1.3 外 3 和信, 单 绪 对 1 中 在 积分 号 下 微 
分 .这 祥 , 力 证 明生.22) ,及 需 料 褒 细 名 (0) . 
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把 or(z) 写成 
TD 人 CTL" (CD 一 woD] 2 党 站 大 
4V xz 一 如 


人 pCr)OCt Tar. 


显然 ， 
Qs, 7) = Olt— rl-}), (1.38) 


站 QC,7) 一 0C|: 一 zl。 (1.39) 
设 盖 一 捕 一 8 二 0. 车 三 8, 则 由 (1.38) 推 得 


1oaCa) = Ogle net#), 1 一 1，2。 
当 所 过 时 , 把 差 To(4) 一 Ia(C2) 写成 : 


I — ln) = A ons De 一 人 cpu 
+ 从 ep -po Dar 


二 人 [wdr) 一 pO Tar). (1.40) 


估 值 (1.38) (1.39) 保证 了 花 括号 内 的 差 式 有 形 如 
OCeirxllullo 1) 
的 估 值 最 后 ,只 剩 下 讨论 带 方 括号 的 差 式 了 . 
为 此 ,引入 参数 9, 把 p(s) 一 okr) 写成 
wo 一 MD 一 7 a0 


一 (一 z) | Wo+DCt 一 Ot 一 r))d6。 
这 时 ， - 
ID 一 上 2(， Tdr 一 | d6 | b+ 一 OCs 
1 1 ‘ 
一 z)GG , ss pr), Tar 一 二 bE d0 人 
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[pe + BC 一 TD) — ND IG CD ,4s 
G(T), Tar + CV 人 


一 了 (Co) 十 Eb) Vl). 


这 样 , 《1.40) 中 带 方 括号 的 差 式 可 写 为 
LCD) 一 了 Co] 一 pVC) 一 Ve)] 


十 A pI Va) — Vist)], 


最 后 的 两 个 差 式 完全 可 以 象 讨 论 (1.15) 中 带 方 括号 的 
差 式 时 一 样 地 进行 估 值 ,这 里 不 再 重复 了 ， 应 该 指出 ,这 些 估 
值 关于 参数 9 都 是 一 致 地 成 立 的 ,因此 , 了 (z) 中 含有 关于 0 
的 积分 并 不 影响 估 值 的 结果 ， 

至 此 ,定理 4 证 毕 . 

从 定理 4 的 证 明 过 程 中 不 难看 出 , 当 w(z) 或 其 某 导 数 在 
零点 不 取 零 值 时 ， 则 证 明 过 程 中 诸 估 值 只 在 [5, 7] 上 成 立 。 
这 时 , 还 需要 讨论 函数 微分 (1.32)。 对 它 验 证 估 值 (1.29 7) 
(1.30') 也 是 不 困难 的 .。 


$4 “密度 为 C" 类 函数 (了 < <1 ) 的 热 势 的 直接 人 


定理 5 设 密度 w() 在 1 一 [0, 7T] 上 属于 (n, 2) 类 ， 
n 宕 0, 1/2<%<1, up0)= 10) = = pp:0) = 0, 
曲线 5 属于 (n 十 1, 2) 类。 这 时 , 双 层 热 势 的 直接 值 Wi(s) 
和 单 层 热 势 对 x 的 导数 的 直接 值 Vz) 比 其 密度 的 光滑 性 - 
高 半 阶 ， 即 在 1 上 Wl) 和 su(D 属于 (十 1, 4 一 3) 
类 , 且 

Iwan ss = Olpllee, 1)» C1.41) 
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; Vs-p = Ogllen,), (1.42) 
这 里 的 O 只 与 曲线 5S 以 及 有 关 , 与 + 无关。 在 这 种 情况 下 ， 
Wi(0) = WiA0) 一 … = WNC0) = 0, 


Vss0) = Vrs0) = = Ve) = 0., 
类 似 于 定理 4 的 淮 论 ,对 定理 5 亦 成 立 . 
证 明 : 


定理 5 中 二 0 的 情形 已 在 定理 3 中 讨论 过 了 。 我 们 现 
在 只 讨论 ” > 1 的 情形 ,并 只 证 明 (1.41). 

Wlz) 的 # 阶 导数 在 定理 4 中 已 计算 出 来 ,它们 是 下 面 
的 一 些 积分 之 和 : 


4 多 
nD = RG dar, 0<h<n. 
"9 2Vrr 


当 《 一 时 ， 
1 = [C2 RG, Var. 
是 2Wzyr 


根据 定理 3, 1。(O) 在 1 上 属 ( 1, 2 一 士 ) 类 , 并且， 它 在 这 
个 函数 类 中 的 模 可 用 lel.» 估 值 ,同时 ,72(07 一 0. 

当 1<4<" 一 2 时， 由 于 1 之 寺 和 信 信 (1.36), 可 以 
在 14s) 的 积分 号 下 对 * 微分 两 次 , 因此 ,这 些 函数 在 1 上 属 
于 (2 一 圭 ) 闫 , 且 其 模 可 用 likews 估 信 。 显然, 这 此 函数 
及 其 导数 在 : 一 0 时 均 为 零 . 

综 上 所 述 ,为 证 明定 理 5, 只 需 讨论 函数 1,C?) 和 71。,() ， 
不 妨 只 讨论 n Ce) ，1。, (2) 可 以 完 人 类似 地 讨论 . : 

由 于 4 > 二 和 估 值 (1.36)， 可 在 积分 号 下 微分 la: 


[4 de 一 
WAG) pe | L CG—7) Rt, r)dr 十 GG ma) 
de " 2Vrr 2Vxr 
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Xx ReotD(tr)dr 一 有 1() 十 在 (z)。 
显然 ， 
a 
dt =0 
由 于 定理 4 的 证 明 中 第 5 段 的 结果 ,为 证 明定 理 5, 可 内 
讨论 函数 IC2). 
根据 定理 4 的 证 明 中 第 2 段 的 计算 ， 
Rtn +) 一 帮 S)CPoH(CS) 十 Ph(E))， 


OO SD) Yes) 


一 0. 


了 2Vr 2Vr 
由 于 PS) 中 只 含有 5 的 直至 7 级 的 导数 ,所 以 , 依 
估 值 (1.36), 可 在 积分 号 下 微分 函数 


‘p(t—r) 
ff)P,nn(s)dE,. 
| V 


ee 2 xr 
这 样 ,为 证 明定 理 5, 只 剩 下 讨论 函数 
IO 一 人 2 Pann CE dr 


0 元 7 
[ ACTIM Kz, rz)dr， 
此 处 


MC 7) = [ _ [Go 一 eoF | [bg) pd (7)] 
2(:1—7) 4MWzCt 一 z 


so) 
站 


不 难看 出 
M(t,T)= OCC 一 TD (1.43) 
Mas t)— MC Tt) = OL — ts — 7 
十 aot) — rt], th>t. (1.44) 


"105。 


现 设 4 一 = > 0. 若 过 8, 则 由 (1.43) 得 
TC) = Oplleo,we#). 了 (1.45) 
当 扩 之 时 ,由 (1.43) 和 (1.44) 推 出 


J 7) 一 TT) 一 下 p&CrD[MCas r) 一 MCayr)]dr 


所 上 pTIMa, Tar 十 人 wTIM(, Tdr 
= oClpllowe™t). | (1.40) 
估 值 (1.45) (1.46) 说 明 函 数 J(?) 在 1 上 属于 (0， 
1 一 二 ) 类, 且 其 醒 可 用 lal 估 值 . 
至 此 ,定理 5 证 毕 . 


$5 热 势 直接 值 的 增 滑 作 用 


把 本 节 中 所 得 到 的 结果 综合 起 来 ， 我 们 列表 说 明 曲 线 热 
势 的 直接 值 在 [3, 7] 中 的 光滑 性 与 其 密度 的 光滑 性 及 热 势 
分 布 曲线 的 光滑 性 之 间 的 关系 , 表 (3) 中 , 在 各 种 情况 下 , 直 


表 3 热 势 直接 值 的 光滑 性 


人 S Ws(Vxss) 
3 3 
0, 0) (0, D3<2<1 (o%, 24— 二 
二 n>0 
mi 4) n+1, 4) pk : 
o<h< 卫 ("x+ 号 
Ce Gn+1l, A 
n +1, 1 
”4 a (+42- 革 


接 值 的 模 可 以 用 相应 的 密度 的 模 来 估计 . 当 pe C0, 0) 时 ， 
可 取 5 一 0; 在 其 它 情况 下 , 若 pC0) 一 (0) 一 …… 一 
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Hoy0)=0, 则 亦 可 取 8 一 0; 表 中 当 1< 立 时 ,人 一 4; 当 1 一 


二 时 ,< 十 是 任意 的 . . 

从 表 中 看 出 ， 当 曲 线 S 足够 光滑 时 , 热 势 直接 值 的 光滑 度 
比 其 密度 的 光滑 度 高 1/2 阶 (在 第 一 行 中 令 1 二 1). 我们 把 
这 种 性 质 叫做 热 势 直接 逢 的 增 滑 作用 。 即 其 能 提高 密度 的 光 
滑 性 ,这 种 增 滑 作 用 在 下 例 中 特别 明显 . 

设 双 层 热 势 W[4] 的 密度 是 由 积分 方程 

40) + Walp] = XO) (1.47) 

所 确定 的 ,并 设 曲线 5 属于 (” + 1, 2) 类 , 1/2 <4<1, 函 
数 XC9D 属于 (十 1， 2 一 十) 类 ,XC0) 一 xX(0) 一 …= 
XO0) PE 0. 

由 于 (1.47) 的 解 &(2) 连续 。 根 据 定理 1，pys[u] 属于 
《9,2 一 十) 关 ; 但 是 ， 函数 Xr) 也 属于 这 一 类， 所 以 ， 密 


度 k(s) 应 是 ( 0,4 一 十) 类 函数 ， 且 pC0) 一 0， 再 应 用 定 
理 2, 得 知 Ws[4] 为 《0, 4) 类 函数 , 因 之 ,由 (1.47) 看 出 , 密 
度 p(s) 的 光滑 度 还 可 以 提高 半 阶 ， 即 ke (0, 2)。 这 时 ,再 
应 用 定理 3, 又 可 以 把 密度 的 光滑 度 再 提高 半 阶 , 即 w(De (1， 
2 一 十 ), 同时 ,pC0) 一 0， 此 后 ,再 ”次 交替 使 用 定理 4 及 


定理 5， 最 终 可 以 证 明 , we ( ”十 1， 1 一 二 ): 这 样 , 双 层 热 
势 的 直接 值 Wl] 便 将 其 密度 w() 的 光滑 度 由 (0, 0) 类 
提高 到 { ”+ 1, 7 一 去) 类 ， 


通常 ， 称 定理 4 和 定理 5 为 曲线 热 势 直接 值 增 滑 作用 的 
定理 . 
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第 二 节 ” 热 势 论 的 一 个 逆 问 题 


在 前 一 章 中 ,讨论 了 热 势 的 光滑 性 对 其 密度 的 光滑 性 的 
依赖 关系 ， 本 节 中 ,将 研究 热 势 论 的 一 个 逆 问 题 , 即 从 热 势 本 
身 的 光滑 竹 出 发 ,讨论 它 的 密度 的 光滑 性 。 


$1 辅助 定理 


先 讨 论 二 元 函数 在 一 维 曲线 上 的 一 些 性质 ， 设 连续 函数 
F(x,y) 定义 在 《x,y) 平面 某 区域 8 上 ,x yD、(Cra 72) 
为 8 内 任意 二 点 ,7 是 它们 间 的 距离 。 如果 有 过 0 和 4>0 
存在 ,使 

[F(x1,y1) — F(x2,92))| < Ar®, 
则 称 了 在 8 内 满足 指数 为 «的 正则 条 件 。 这 样 , 就 可 以 定义 
co 类 二 元 函数 了 . 

辅助 定理 设 曲线 5 为 (x, y) 平面 上 有 界 区 域 & 内 一 

条 曲线 : 

y=J(x), zxE€L=[0,7]. 
若 S6 CW" 类 ,n> 0, 则 当 二 元 函数 FCx,y)&€ CCg) 时 ， 
它 在 3 上 取 值 

D4) = FGr g(x))€ CE)， 
且 

1@llceo2oo 一 OC Fillies)), 《2.17 

这 里 的 0 与 函数 F 无 关 ; 当 w 一 0 时 , 若 Se 《1, 0), 则 (2.1) 
仍 成 立 . 

证 明 : 

显然 ， 

Sax P(r) < max F(x, y) = Fo; (2.2) 
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同时 ,由 于 we C”» 类 ,所 以 , 复合 函数 F(x， g(x)) 对 上 有 
直到 ” 阶 的 连续 导数 . 

以 F9 表示 6979FCr。》)/9x*8y?。 不 难看 出 , B(x) 
的 一 般 形 式 为 


OV) 一 2) oraFeo I lym], 
1<p+q<A Cmpa<k 
0<p, q<k 


i1<k<n, (2.3) 
其 中 ap,y 为 菜 些 常数 ,J'"9 表示 (x) 的 mre 阶 导数 ,因此 
Dx) 是 CGO 类 函数 , 即 Dx) € Ca) 
现在 估计 &%'”(x) 的 正则 系数 ， 显然 ， 当 《2.3) 中 的 
十 49 二 时 ， 则 这 些 加 项 的 正则 系数 可 用 FF 的 x 阶 导 数 在 
& 内 的 正则 系数 估 值 , 因 之 , 可 用 在 C"*g) 中 的 模 估 值 
若 (2.3) 中 的 1<p 十 49<n，, 则 这 些 加 项 的 正则 系数 可 以 用 F 
的 p 十 9 十 1 阶 导 数 在 g 中 的 最 大 值 估计 ， 不 难 证 明 , 这 些 
最 大 值 均 可 用 下 的 ” 阶 导数 在 8 内 的 正则 系数 和 RE, 之 和 估 
值 , 因此 , 可 用 上 Fllewrxw) 估 值 ， 这 样 , 我 们 证 明了 (2.1)。 


$2 热 势 论 的 一 个 逆 问 题 


令 gz: 是 曲线 5 某 侧 一 开 区 域 : 
gis = {x0), 0 过 :之 T, min[() 土 sb] 一 > 一 
<max[g lt) te, $C) 1}, s>0. 
g+: 在 5 右 侧 , g-: 在 3 左 侧 . 
下 面 的 两 个 定理 可 以 类 似 地 证 明 . 
定理 1 假设 双 层 热 势 的 密度 pz) 是 连续 函数 . 
1) 车 W(x, 四 做 为 (+, ) 的 二 元 函数 在 gi. (或 到 
属于 (0, 2) 类 ， 0< < 本， S 连 续 可 微 , 则 wo) 在 1= 
[0,T] 上 属于 (0, 2) 类 , 且 
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jellep = OCJPle); (2.2) 
2) 若 Se (十 @,4 十 8), 这 里 当 # 之 0， 0<4< 证 


时 ,a 二 0, 8 二 5; 当 n>0, 广 <4<1 时 , a=1, p= 一 1/2， 


并 且 ，WCx, 1) 做 为 二 元 函数 在 54e( 或 85-:) 内 属 Cx，4) 类 ， 
W《x, 及 其 直至 7 阶 导 数 在 :一 0 时 取 零 值 , 则 pC) 在 1/ 
上 属于 《x, 4) 类 ,同时 ，、 
lalle,n = OCT (2.3') 
在 这 种 情况 下 , w(z) 及 其 所 有 导数 在 零点 取 零 值 . 
定理 2 设 单 层 热 势 的 密度 uCz) 为 连续 函数 ， 


1) 若 Se(l, 0)， 且 (2 全 做 为 二 元 函数 在 ze( 或 


Bt) 内 属于 《0, 1) 关 ， no<4<3， 则 jG) 在 1 上 属于 
C0, 2) 类 , 且 
ov 
laljo,» = O ( Br | (2.4) 


2) 着 SE Cn 十 es2+)， 5 做 为 二 元 函数 在 本 
(或 5.) 内 属于 (>，2) 类 , 则 je (>，2)， 且 
lalle,» = OarV /Oxlles,»), (2.5) 
同时 , w( 及 其 所 有 导数 在 零点 取 零 值 . 
证 明 : 
我 们 只 证 明定 理 1. 
用 FC) 表示 双 层 热 势 WCx, ?) 在 曲线 5S 上 的 极限 值 . 
由 辅助 定理 知 , F (?) 为 1 一 [0, T] 上 的 (x, 4) 类 函数 ， 且 
JFlemDeo = OW en, 0) (2.6) 


另 一 方面 ,由 于 & 连 续 , 故 由 第 二 章 跃 度 公式 知 , W(x, 
.110， 


在 S 上 的 值 为 
Wi (a?) + ， 


所 以 ,我 们 可 写 
Fl) 一 Wl + 上 四， 0<i<7. (2.7) 


这 样 , 根据 前 节 定理 1 和 (1.1) 式 , 为 证 明 本 定理 第 一 个 
论断 ,只 需 证 明 
elecoo = OF lec), 
可 是 ,这 个 估 值 式 已 在 第 三 章 第 一 节 中 证 明 过 了 .《 见 第 三 章 
(1.13)) 
根据 定理 1 的 第 一 个 论断 ， 不 难 证 明 它 的 第 二 个 论断 。 


事实 上 , 当 n 一 0， < 4% 二 1 时 ,由 于 第 一 个 论断 可 和 写 


Nallete ma-#en 一 OC Fe Bz #0) 
这 时 ,从 (2.7) 式 出 发 ,应 用 前 节 定 理 2 有 
lallo, » = Ogleo, 3p + Flo, ») 
= OU Fllo, ») 一 DC (2.8) 


这 就 证 明了 在 x = 0, 于 入 1 < 1 时 定理 1 的 正确 性 , 为 了 


证 明 它 在 > 0 时 的 正确 性 ,只 需要 从 (2.8) 出 发 ,多 次 反复 
对 (2.7) 式 中 的 态 。 使 用 前 节 定 理 4 和 定理 5 

定理 1 证 毕 . 

在 定理 1 和 定理 2 中, 如果 WWe Cm,1) 类 , 则 当 Se Cn+1， 
让 (7 > 地) 时 , 《23) 和 (2.5) 仍 成 立 . 

把 定理 1 与 定理 2 和 第 五 章 第 二 节 的 基本 定理 相 比 较 ， 
可 以 看 出 当 则 线 足够 光滑 时 《 它 的 光滑 性 由 本 节 定理 1 
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和 定理 2 决定), 双 层 热 势 W ( 单 层 热 势 了 ) 在 区 虞 z 内 属于 
Bm2%) (BGst12)) (© 一 2 一 也) 和 BGrru2ai 一 D 《BCe+22-D) 


仁 < 1) 的 充 要 条 件 是 它们 的 密度 在 1 一 [0, 7] 上 属 
于 co 类 。 
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第 二 部 分 “ 热 势 论 在 数学 物理 中 的 应 用 


第 一 章 B 估 值 
第 一 节 热传导 边 值 问题 的 BCL2) 解 


本 书 第 一 部 分 中 ， 系 统 地 介绍 了 热 势 论 的 基本 内 容 . 

由 于 各 种 热 势 满足 ( 齐 次 和 非 齐 次 ) 热 传导 方程 ,所 以 , 自 
然 要 把 热 势 论 的 结果 应 用 于 研究 传 热 问 题 。 在 本 章 中 , 我 们 
用 热 势 理论 对 热传导 方程 的 解 做 进一步 的 探讨 : 一 方面 , 我 
们 需要 讨论 它们 的 光滑 性 与 各 种 已 知 条 件 的 光滑 性 之 间 的 依 
赖 关系 ; 同时 , 还 要 对 这 种 依赖 关系 做 出 数值 方面 的 刻 划 , 即 
建立 某 些 估 值 .由 于 这 些 估 值 是 在 B”? 度量 意义 下 描述 的 ， 
所 以 ,它们 统称 为 B 估 值 . 

在 本 部 分 第 二 至 第 三 章 中 ， 将 继续 发 展 本 章 中 所 得 到 的 
结果 ， 把 它们 推广 于 变 系数 的 热传导 方程 以 及 一 般 的 抛物 型 
方程 。 最 后 ,还 将 讨论 带 有 间断 系数 的 抛物 型 方程 ,这 些 结果 
构成 了 近代 微分 方程 理论 的 重要 篇 章 。 尽管 如 此 , 这 些 推广 
只 是 技术 性 的 工作 , 它们 是 借助 于 泛 函 分 析 方法 完成 的 。 然 
而 ,总 观 本 书 第 一 部 分 和 第 二 部 分 的 所 有 内 容 后 ， 应 该 承认 : 
近代 微分 方程 理论 中 真正 的 本 质 性 的 东西 ， 早 就 孕育 在 热 势 
论 的 基本 内 容 中 了 。 

第 一 部 分 第 三 章 中 ， 介 绍 了 利用 热 势 解 算 各 种 传 热 问题 
的 方法 。 本 节 中 ,为 了 叙述 方便 起 见 , 将 第 二 边 值 问题 做 为 典 
型 例子 进行 详细 的 研究 ,同时 ,也 写 出 有 关 其 它 边 值 问题 的 结 
果 . 
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1。 首先 ,在 齐 次 初始 条 件 下 ,讨论 齐 次 热传导 方程 的 第 
二 边 值 问题 ， 我 们 仍 使 用 第 一 部 分 第 三 章 第 一 节 中 的 记号 . 


0 (rN)Eg={Cx, ,p(t) <x 
< 0 一 上 < 一 7T} (1.1) 
CINMulxs 0)—=0, xéEk={h0) Sr p00)}; (12) 


bs») = , 1€1=[0<:<7],i=1,2; (1.3) 
Re 


XC0) = XC0) = 0. (1.4) 
我 们 假定 S; 连续 可 微 ，X;(r) 在 1 上 属于 《0, 4) 类 ， 
0<7 < 二 1 一 1, 2. 
问题 (D 的 解 可 以 写成 两 个 单 层 热 势 的 和 的 形式 : 
ux,t) = Vi[p] 十 [ia]， (1.5) 
其 中 V' 是 分 布 在 曲线 5S; 上 的 热 势 , i 一 1, 2, 而 密度 y(t) 、 
m(z) 是 下 面 的 积分 方程 组 的 解 : 


— + pil] + Lm] = XO), 


(1.6) 
+ pas[o] + Palp] = Xe); 


其 中 Vis[p] 是 热 势 Vi[p1 对 x 的 导数 在 曲线 % 上 的 直接 值 ， 
Pi[p] 是 热 势 Fw] 对 * 的 导数 在 曲线 5; 上 的 值 , i = 1， 
2; 当 i 二 1 时 , j= 一 2, 当 i 一 2 时 , j 一 1, 

在 第 一 部 分 第 三 章 第 一 节 中 已 说 明 过 , 这 个 方程 组 的 解 
连续 ,并 且 ， 

和 一 max{max| pa C2) |, max|po C2) |} 

= 0(X, 一 max{max|X (2) |, max|Xa CD |}， (1.7) 

现在 , 应 用 第 一 部 分 第 五 章 和 第 六 章 的 结果 , 对 问题 (ID 

的 解 进行 更 深入 的 讨论 。 
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首先 指出 ,由 于 曲线 5, 和 8 不 相交 ;所 以 , 当心 连续 时 ， 

函数 死 [m] 在 ! 内 属 (0, 2) 类 ;而 且 ,显然 ， 
1 天 lo = Op) (1.8) 

这 里 的 0 与 jw 无关, i 二 1, 2。 

根据 第 一 部 分 第 六 章 第 一 节 定理 1, (1.6) 中 两 个 直接 什 
到 s[mw] 在 1 内 属于 C0, 4) 类 ， 并且, 它们 在 这 个 函数 类 中 
的 模 可 以 用 mm 估 值 .这 时 ,我 们 从 方程 组 (1.6) , 估 值 式 (1.8) 
以 及 关于 x; 的 光滑 性 的 假定 可 以 看 出 , 密度 pC?) 在 1 上 也 
是 (0, 2) 类 函数 , 而 且 ， 


1 < 
lallew = 0 ( 2 Hvis + NPs + lllo.w}) 
j=1 
2 
= 0o(m+ Dlew ) 
和 


2 2 
=0(%+ Biles) = 0( Dll»), 
\ j=1 j=1 


1 一 1,2. (1.9) 
由 于 协调 条 件 (1.4), 从 (1.6) 不 难看 出 ， 
pi0)=0, i=1,2. 
这 样 ,应 用 第 一 部 分 第 五 章 第 二 节 定 理 4, 我 们 得 到 : 单 层 热 
势 Vi[pi] 在 5 内 是 B425 类 函数 ,并且 ， 
HVite Ya = Ogle, »). 
因而 ,问题 (1) 的 解 x《x, ?) 在 g 内 是 B42 类 函数 ,并 且 , 由 
(1.9) 得 到 


loseo( 术 一 o 人 lille.s ) = 0 ( 忌 lille en), 


(110 
这 里 的 0 与 解 * 及 Xi 无 关 , i 二 1,2. 


2， 现在 ,我 们 在 齐 次 初始 条 件 和 边界 条 件 下 ,讨论 非 齐 
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次 热传导 方程 的 第 二 边 值 问 题 : 


ax _ Ou 一 2 
Be fx, 2), (x, DE€ g; (1.11) 
(II) uCx,0) = 0, x€ER; (1.12) 
二 市 s€1,i=1,2.(1.13) 
Ox 


假定 5; 连续 可 微 ，i 一 1, 2，f(x, 7) 在 5 内 连续 ， 并 对 
zx 或 + 满足 指数 大 于 零 的 正则 条 件 . 
根据 第 一 部 分 第 二 章 第 二 节 基 本 公式 〈2.8)， 可 以 把 问 
题 (ID 的 解 写成 和 的 形式 : 
u(x, 1) = wx, t) + U[—/], (1.14) 
其 中 U[ 一 用 是 密度 为 一 f 的 面 热 势 , w(x, z) 是 下 述 问题 的 
解 : 


Ow _ Ow_ 


py (Cx, 1)€ g; (1.15) 

(IID4 w(x, 0) 一 0， x€ER; (1.16) 
Owpi(D) _ evU[—f] 1€1,i=1,2 

Or Ox si ” 二 


E19 
由 于 了 在 站 内 连续 ， 故 从 第 一 部 分 第 五 章 第 三 节 定理 1 
知 ， 
U[ 一 用 在 & 内 为 B4%5 类 函数 , 且 
lv[—fllla» = 00, = max |f(x, Dl). (118) 


根据 第 一 部 分 第 六 章 第 二 节 辅 助 定理 , 22 下 为 
1 上 的 (0, 2) 类 函数 ,并 且 ， 
ov[—/] 本 BU 
| Br ss lleto Mn) (| 到 本 
= OCUls da)) = O00), C1.19) 


"116。 


这 里 的 0 4 < 十 是 任意 的 ， 
不 难看 出 ， 


eH |_.- 


因此 ,根据 第 1 段 中 对 间 题 (1) 的 讨论 , 当 5; 连续 可 微 时 , 问 
题 (II) 有 在 内 属于 B4'2 类 的 解 , 且 
lwllsommen = 0 ( bE 
把 (1.20) 和 (1.18》 ee 我 们 得 到 : 问题 GD 有 
在 内 属于 BW? 类 的 解 Kx, 四 , 且 
lullsedea) = O00) (1.21) 
这 里 的 0 与 解 * 及 f 无 关 
3. 最 后 ， 在 齐 次 边界 条 件 和 非 齐 次 初始 条 件 下 讨论 齐 
次 热传导 方程 的 第 二 边 值 问题 : 


) = 0G. C120) 


Ox 


Du bu 一 
Fr (x, DE g: (1.22) 
av u(x, 0) 一 9(x)， xER; (1.23) 
0 1€l,i=1,2: (1.24) 
业 Se 
pb:(0)) 一 0， 112 (1.25) 


假定 5; 连续 可 微 . ;一 1, 2，p(x) 在 4 为 (1, ) 类 函 
数 ， 
这 时 ， 不 难 把 g(x) 拓展 到 整个 实 轴 上 ， 使 拓展 后 的 函 
数 p5(x) 在 内 等 于 g(x); 在 |z| 委 过 内 不 为 零 , 《LL 
maxC|g.C0)| ,140)1)) 并 属于 (1, 7) 类 , 且 
lalla,» = Ollello, »); 
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同时 ,在 |x| 宕 工时 ,5(z) = g(r), S00. 
根据 第 一 部 分 第 三 章 第 二 节 的 结果 ,可 以 拒 问 题 (iv) 的 解 写 
成 和 的 形式 
u(x,1) = ZCx,7) + plx,!), 
其 中 | : 
Zs) = ZC08) = | Gs15) PCE) 


是 波 阿 松 积分 ,而 p(x,:) 为 下 述 问题 的 解 


1) 我们 讨论 更 一 般 的 函数 拓展 法 ， 
设 p(x) 是 某 区 间 (xz,<x<x;) 上 的 C*'? 类 函数 ,我 们 证 明 ; 可 
以 把 lx) 光滑 地 拓展 到 整个 实 轴 上 ,使 拓展 后 的 函数 B(x) 在 人 内 等 于 
(x), 在 |x|>L>max(|x|, |xs|) 时 ，FP(x) 及 其 所 有 导数 便 为 零 ， 
5(z) 在 |z| 和 上 属于 C'”, 思 类 ,同时 ， 


元 lco Ve) = OC ghee de)). 


这 时 ,我 们 称 p(x) 在 C'”” 类 内 被 光滑 地 拓展 到 整个 实 轴 上 。 

实现 这 种 拓展 有 多 种 方法 ,这 里 仅 指出 一 种 常用 的 方法 .为 简便 计 , 假 
定 x,>0, 并 只 讨论 正 半 轩 上 的 拓展 . 

次 多 项 式 


?20) = DLA (x -= pul) = ee| | ， 
iwo 1 dx .=x 
能 把 Co 从 人 右 端 经 xs 括 展 到 右 半 负 。 为 了 满足 在 > 时 对 (x) 
的 要 求 ， 只 需 季 ?xz) 以 切削 函数 69(z)， 它 在 x< 避 时 人 为 1， 在 z>L 
时 便 为 零 ,在 (x;, L) 上 光滑 地 取 零 到 1 间 的 值 ,并 且 ,，6Cx) 无 限 多 次 可 
微 ， 做 为 这 样 的 函数 可 取 : 


x— Xa) 


| xp Sy 小 asx<L， 
9 一 YXCXzy 
D， z>L. 
不 难看 出 ， 
KD { Pp), FSxSzay 
Px)0(x), xXx, 


这 时 ,F(x) 满足 了 所 有 的 拓展 要 求 。 
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dp Op, 


过 $ 1.26 

B27 Bs? x, 1)€ g; (1.26) 
(Vplx, 0) = 0, x ER; (1.27) 
892| -—_302 二 》 
| sz2| 1€l,i bY 油 (1.28) 


从 第 一 部 分 第 五 章 第 四 节 的 讨论 知 ; 当 pe (1, 7) 时, 泊 
阿 松 积 分 Z(5) 在 下 内 属于 3B42 类 , 且 
lzllamea) = Oglle,») = Oglla,»). (1.29) 
由 于 5; 连续 可 微 , 故 根据 第 一 部 分 第 六 章 第 二 节 辅 助 定 
理 ， 


29], 


在 1 内 属于 (0, ER 


| 22|. |, = ozhse.s) = oqlele wy 
同时 ,由 于 
DAD vv ， 
= 209); ， 
所 以 ,从 协调 条 件 《1.25) 推 得 , 当 :一 0 时 ， 
lm gE = imZC9) 0 = PbC0)) 一 0， 


i 二 1,2; 
因此 ,根据 第 1 眉 中 对 问题 (1) 的 讨论 ,问题 (V) 在 内 有 叭 
一 的 属于 Be 清关 的 解 pCx, 人 且 
lpleeae = 0 (BEN ,,) = oo C30) 


把 (1.29) 和 (1.30) 结合 起 来 ,我 们 得 出 结论 ， 问题 IV) 
的 解 wx, 在 8 内 属于 BW 类 , 且 
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jz = OC pllee, Do)). (1.31) 
4. ”把 本 节 中 所 有 的 讨论 概括 起 来 ,写成 下 面 两 个 定理 . 
定理 1 在 8 内 讨论 第 二 边 值 问题 : 
Ou 8 


一 By 十 fxzD， (x DEg; (1.32) 
CD 0 一 CD， reks C1.33) 

| Ou » 

| =X(), 1€1,i=1,2; (1.34) 

Ox ls 

XC0) = ppiC0)), i=1,2. (1.35) 


《1.35) 是 问题 《VD 的 协调 条 件 . 
假定 曲线 5; 属于 (1, 0) 类 , i 二 1, 2, flx, 由 在 5 内 连 
续 , 对 x 或 + 满足 指数 大 于 零 的 正则 条 件 , p(x) 在 * 上 属于 


1, 力 类 ,0<4<1, Xb) 在 1 上 属于 (0， 生 ) 类 ,一 12。 


这 时 ,问题 (VI) 有 唯一 的 在 站 内 属于 B"” 类 的 解 Cx, 人 ， 
且 


2 
slow = O (4 > xill ee, #0 + ol cane )， 
一 1 


(1.36) 


fh= max |f(x,)|, 
(snes 


(1.36) 中 的 0 与 解 * 及 f,q 和 无关。 
当 协 调 条 件 (1.35) 不 成 立时 。 估 值 式 (1.36) 只 在 区 域 
页 内 成 立 ，5 > 0， 此 时 ，(1.36) 右 端 的 0 还 依赖 于 : 的 选 
择 ， 
为 了 证 明定 理 1, 首先 在 C4,2 类 内 将 p(x) 光滑 地 拓展 
到 整个 实 轴 ,然后 使 用 泊 阿 松 积分 ZCqp(x)) 和 面 热 势 U[ 一 人， 
把 问题 (VID 化 为 齐 次 方程 在 齐 次 始 值 条 件 下 的 问题 ,最 后 再 
应 用 辅助 定理 和 热 势 论 讨论 这 个 问题 ， 按 照 本 节 前 三 段 的 讨 
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论 结果 ,可 以 验证 定理 1 的 正确 性 . 
下 面 ， 写 出 有 关 第 一 边 值 问题 和 第 三 边 值 问题 的 结果 . 
定理 2 在 内 讨论 第 一 边 值 问题 : 


0 0. 

Be 6 + fs, (x, 1) Eg; 
CVID 4 uCx, 0) = q(x*), 和 

«|s; = (72), i=1,2,1€l; 

pi(0)) = 1:60), i 一 1，2。 


假定 5,f 和 满足 太 节 定理 1 中 的 条 件 ,me (0， | 


i 二 1，2， 则 问题 〈VIID) 有 唯一 的 在 8 内 属于 B42 类 的 解 
u(x, ?), 且 


lle = 0 (f+ lpleen + Dllo, sh ) C1.37) 
j=1 


这 里 的 0 与 4, f,q 及 nh 无 关 , i 一 1,2， 
现 讨论 第 三 边 值 问题 : 
Ou _ Ou 


Ey A (xr, Eg; 


u(x, 0) = p(x), x€R; 


(VIID (2 i a) 


si=6), i=1,2,:€l; 


pA0)) + oO PSO) = 80), i=1,2., 
如 果 Se 《1,0),f 在 8 内 连续 ,对 :或 * 满足 指数 大 于 零 的 


正则 条 件 ,pe (1,2.0<)< 二 ,5 e (0， 2), we 人 


二 )， i 二 1. 2。 a 之 0，w > 0， 则 问题 CVIID 在 下 内 有 鸣 
一 的 属于 Be 类 的 解 Cx, D。 且 
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2 
有 ao = 0 (# + lpllo,» + Bolle )， (1.38) 
j=1 


《1.38) 中 的 0 与 4,f, 9 及 无关, i 一 1,2. 

若 问 题 (VID) 或 问题 (VIID) 的 协调 条 件 不 成 立 ， 则 估 值 
式 (1.37) (1.38) 只 在 区 或 厂 内 有 效 ,这 时 , 它们 右 端的 0 还 
依赖 于 3 > 0 的 选择 . 


第 二 节 ”热传导 边 值 问题 的 光滑 解 


光滑 解 指 的 是 在 下 内 属于 8B”” 类 的 解 , > 宇 2, 0 一 
2 < 1. 下 述 定理 是 本 书 的 中 心 定理 . 

定理 3 (中心 定理 ) 在 (x， 人 平面 上 由 两 条 不 相交 的 曲 
线 5; 及 两 条 直线 :一 0 和 :上 一 了 所 界 的 曲 边 梯形 区 域 内 讨 
论 下 述 热传导 边 值 问题 : 


2) E+,), Deg; (CD 
b) uCx, 0) = p(x), x ER; (2.2) 
CI)4c) 可 sy 一 为 CD ，( 第 - 边 值 问题 ); 二 1, 2, +€1; 
(2.3) 
或 (Ge + oC), = X00), (当中 = 0 时 为 第 
二 边 值 问题 ; 当 
a 关 0 时 为 第 三 
边 值 问题 ); 一 1， 
2, zt€l; (2.3) 
这 里 5 的 方程 是 
x=p()), tél={0,7]; 
下 是 区 域 ， 
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下 一 {Cz G0) Sx pl), rEl}. 
假定 fx, 改 在 下 内 属于 Be 类 ，z 过 0，0 一 2 和 1， 
1 及 其 所 有 导数 在 Cy:C0), 0) 点 取 零 值 ， i 二 1,2; q(x) 在 
《内 属 (” 十 2, 4) 类 . 
当 为 偶数 时 ,对 第 一 边 值 问题 假 定 ; 


se 人 +1, 之 ) 关 ， i= 1,2, 


he( 王 十 1, 之 ) 美 ， i = 1,2; 
对 第 二 和 第 三 边 值 问 题 假定 : 
] Se (二 十 D 二 ) 类 ， i= 1,2, 
wel(2, 1 二 人 类 ， i 1,2, 
me (2, 革 信 类 ， i 1,2; 
当 为 奇数 时 ,对 第 一 边 值 问题 假定 : 


Se (二 1 ,1 二 四 类 ， i 1, 2 


Xe (1, 二 + 人类 ， i=1,2; 


对 第 二 和 第 三 边 值 问题 假定 : 
Se (1, 关 ， i 


ee 二 二) 美 ， i 一 1,2， 
ae 人 之 ) 关 ， im 1,2; o <0,0m 20. 
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此 外 ,我 们 假定 问题 (D 在 Bo" 2*2(z) 类 中 是 协调 的 , 即 在 
点 《gi《0), 0) 处 成 立 问题 (D 的 所 有 的 协调 条 件 , i = 1, 2， 
也 就 是 说 ， 当 在 B2+2 2528) 类 中 讨论 问题 (D 的 解 Cx, 2 
时 , 在 这 两 点 处 , 在 f, p 和 Xi(i 一 1, 2) 及 其 有 关 各 阶 导数 
闻 成 立 所 有 必要 的 协调 关系 式 。 

在 所 有 上 述 条 件 成 立 的 情况 下 ， 问 题 (D 在 z 内 有 唯一 
的 属于 3 类 的 解 wx: 力 。 且 它 在 Bo 2 中 的 模 可 
以 用 f, q 及 XX 在 所 属 函数 类 中 的 模 之 和 估 值 . 

证 明 : 

这 个 定理 的 证 明 较 长 ,分 四 部 分 叙述 之 。 

1) 首先 解释 一 下 定理 中 的 协调 条 件 。 

讨论 下 面 一 个 简单 的 例子 . 设 5; 为 直线 +=xi, i 一 1,2. 
在 和 矩形 区 域 g = {(《x,), x 二 x 二 x,， 0 二 1 二 7T} 内 讨论 * 
第 一 边 值 问题 : 


Ou _ Ou | 
BD 十 xyz， x1) € g; (2.1) 

I = 
1) u(x, 0) = 0, x€ER= [x, x2]; (2.4) 
| 一 0， t€1, i=1,2, (2.5) 


. 这 时 ,如 果 把 解 xCx, ) 视 为 下 内 的 BQ 类 函数 , 那么 ， 
Kx, 必 在 (xi 0) 处 (i 二 1, 2) 取 零 值 。 这 便 是 问题 LI) 
的 协调 条 件 。 如 果 在 B%” 中 讨论 问题 ID， 那么 ,其 协调 条 
件 为 

flx1,0)=0, i=1,2, 
fexCxis 0) 十 fxi, 0) 一 0， i== 1,2; 
如 果 在 B%» 中 讨论 问题 (ID，, 那么 , 它 的 协调 条 件 还 应 增加 
fuCxis 0) 十 ferCxis 0) + faxis 0) 一 0， i=1,2, 
现在 讨论 下 面 的 第 一 边 值 问题 : 
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AAA 


Ou Ou 


BY Be {Cs x, 1)€ g; 《2.17 
CD cs, 0) = wa， ze C2.2) 
zs 一 为 (D， 1 i=1, 2. (2.6) 
如 果 在 B ?类 中 讨论 问题 CIID 的 解 ,那么 、 
ppA0)) =X0, i=1,2. (2.7) 
同时 ,可 以 验证 ， 
9" C0)) 一 XiC0) 一 ppiC0)) GC0) + FOC0), 0); 


1 一 1， 2。 (2.8) 
《2.7),《2.8) 便 是 问题 A) 在 8*” 中 的 协调 条 件 。 当 
在 8 中 讨论 问题 (1) 时 ,如 果 (2.7) (2.8) 均 成 立 , 那么 ， 
问题 仍然 是 协调 的 . 
现在 讨论 第 二 边 值 问题 : 


+theD), Cadegs QD 
IV)Iulx, 0) = p(x), x ER; (2.2) 
Bu = Nh), 1€1,i=1,2. (2.9) 
Or ls, 
如 果 在 B*” 中 讨论 间 题 (IV), 那 么 , 它 的 协调 条 件 是 : 
pb0)) = 70), -i=1,2, (2.10) 


问题 (IV) 在 Be,2 中 的 协调 条 件 , 除去 (2.10) 外 , 还 应 
补充 下 面 的 协调 关系 式 : 
”pC0)) = m0) 一 pi(0)) G0) + feCpiC0), 0); 
i= 1,2, (2.11) 
不 难看 出 ， 当 (2.10) 和 (2.11) 成 立时 ， 问 题 (IV) 在 
B%» 类 中 也 是 协调 的 . 
从 所 讨论 的 这 些 例子 中 我 们 可 以 看 出 ， 由 于 在 闭 区 域 
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内 讨论 问题 (D 的 光滑 解 ,所 以 ,在 CJ:C0),0) 点 ,就 应 在 问题 
的 所 有 已 知 条 件 中 成 立 某 些 关系 式 ， 以 使 得 所 讨论 的 问题 提 
得 是 协调 的 ,有 意义 的 。 这 些 协调 关系 式 的 具体 形式 ,是 由 所 
讨论 的 解 的 光滑 程度 及 具体 的 边 值 情况 决定 的 。 

2) 现在 证 明 中 心 定理 。 为 书写 方便 起 见 , 仍 把 第 二 边 


值 问题 做 为 典型 来 讨论 : 
Ou _ Ou 
Biot fx, 1), x, 1) € g; (2.1) 
(VN uCx,0) = p(x), x ER; (2.2) 
2 = 7(?) i=1,2, 1€1, (2.12) 
Ox ls; 


假定 问题 (V) 在 B"* 类 中 是 协调 的 ， 
首先 , 把 问题 (V) 归结 为 在 齐 次 初始 条 件 下 的 齐 次 方程 
的 问题 。 为 此 ， 将 p(z) 在 Ce 类 光滑 地 拓展 到 整个 实 
得 ,拓展 后 的 函数 不 妨 仍 记 为 p(*)， 这 时 , 泊 阿 松 积分 
eH WA 
为 8 内 的 B+， 闫 函 数 , 且 
1zlaeremp 一 oClgleer so), (2.13) 
根据 第 一 部 分 第 五 章 第 三 节 中 面 热 势 的 基本 定理 ， 面 扫 
势 U[ 一 有] 为 内 的 Be 类 函数 ,同时 ， 


lu Ca) =. Ofla De)). (2.14) 
设 xz 一 十 Z 十 U， 
则 > 为 下 述 问 题 的 解 : 
Oy _ Oy 
BB (x, Eg; (2.15) 
(VD ylx, 0) 一 0， x ER; (2.16) 
Oy(x, 2) _86z| _U 
Ox Si m0) Ox lss Ox lss 
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= Ch Ch = XD), 


i=1,2,1€1, (2.17) 


依 第 一 部 分 第 六 章 第 二 节 辅助 定理 ,由 于 
Z € BC+2 WF), UE Botsh(g), 
六 , 当 ， j, we (=, 1+x 
所 以 ， 当 "为 偶数 时 ，%e (二 ,二 二 , 且 
ldo, 一 Omilles, ss, 十 Ze 
+ Ulaets »), C2.18) 


当 为 奇数 时 ,Xi€ (+ 2), 且 


loill ar, ,= Oill st,s) + Zt 


LE 2) Ta 


十 |Zllaco+> »). (2.19)> 


3) 现在 证 明 , 当 : 一 0 时 ,Xz(z) 及 其 所 有 导数 均 取 零 
值 , i = 1,2. 


显而易见 ， 根 据 复合 函数 微分 法 则 及 前 部 分 第 五 章 第 三 


节 中 面 热 势 的 基本 定理 , 和 (+) 及 其 所 有 导数 在 :一 0 时 均 取 
零 值 . 

现在 说 明 , 由 于 问题 (V) 在 B"”**” 中 是 协调 的 ， 所 以 、 
当 上 一 0 时 , 差 函数 

Nt) C—O) 

及 其 所 有 导数 均 取 零 值 ， 

事实 上 ,在 第 一 部 分 第 五 章 第 四 节 曾 指出 

6"Z[9] ,> [ee = Z[g"], 


Or” 
因此 ， 
(= z|， le BR | 
可 Ze ]s。 
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由 于 当 :一 0 时 ， 
Z[p']—> 9 (x), 
所 以 ， 
70) 一 ppi(0)). (2.20) 
现在 设法 计算 多 (#) 在 1 一 0 的 值 ， 显 然 ， 


2 [| ]= 2[[ ec lors] 


er | OG(x 3) 


sts | 
一 Ox mt 


AGLACDLE 
= OG(x, 1;§) 
+ 人 oz |_ ws (Bd 
= HZ S|) C8)as 
一 x md 
= Zp ls + ZLg”]ls,, 
因此 ， 
WC0) 一 p00 + pA0)),. (2.21) 
类 似 地 可 以 计算 志 (x) 的 任何 阶 导数 ， 
当 一 0 时 ,根据 中 心 定理 假设 , 和 (9 与 mG) 均 为 


(0, + 二 2) 类 函数 。 把 协调 条 件 C2.10) 与 计算 结果 (2.20) 


相 比 较 ,我 们 看 到 , 当 : 一 0 时 ， 
nC0) 一 10) = 0. 
当 ， 一 工时 ,my(D) 与 各 () 均 为 (1, 二 ) 闫 函数 。 这 时 ， 
把 协调 条 件 《2.11) 与 计算 结果 (2.21) 相 比 较 ,并 考虑 到 中 心 
定理 关于 f 的 假定 ,我 们 看 到 , 差 
ni(2) < N12) 
及 其 导数 在 :一 0 时 均 取 零 信 ，i 二 1, 2. 


当 # 一 2 时 ,与 和 均 为 (1, 二) 类 函数 ,它们 仍 只 
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有 一 阶 导数 。 这 时 ， 如 果 问 题 (V) 在 B*” 中 是 协调 的 , 那 
么 ,协调 关系 式 《2.10) 及 (2.11) 就 成 立 , 因 而 ， 

mi — Th) 
及 其 导数 在 :一 0 时 仍 取 零 值 , i = 1, 2. 

从 以 上 讨论 过 程 中 不 难看 出 , 对 于 任何 >， 只 要 我 们 写 出 
具体 的 协调 关系 式 , 并 计算 出 元 (z) 的 导数 在 上: 一 0 时 的 值 
那么 ,总 可 以 证 明 : 丈 (9) 一 mCx) 及 其 所 有 导数 在 零点 取 零 
值 , i = 1,2. 

这 样 ,我 们 证 明了 ,由 于 中 心 定理 关于 f 的 假定 和 问题 的 
协调 性 , 函数 X;(z) 及 其 所 有 导数 在 零点 均 取 零 值 。 这 就 给 
我 们 在 讨论 问题 〈VI) 时 使 用 前 部 分 第 六 章 第 一 节 定 理 4 和 
定理 5 黄 定 了 基础 

4) 最后， 研究 问题 CVD. 和 在 本 章 第 一 节 第 1 段 中 
一 样 , 它 的 解 可 写 为 两 个 单 层 热 势 之 和 : 

yz， 有 一 Fa] 十 2[m]， 
其 中 大 是 分 布 在 曲线 S 上 的 热 势 ，i 一 1, 2， 而 密度 pC?) 
满足 积分 方程 组 (1.6). 

以 后 的 讨论 是 逐 字 逐 句 地 重复 本 章 第 一 节 中 第 1 段 的 文 
字 , 这 里 就 不 著述 了 。 我们 指出 , 为 证 完 中 心 定理 , 除去 在 前 
有 段 的 结果 的 基础 上 反复 对 《1.6) 中 的 Vis[ py] 使 用 上 一 部 分 
第 六 章 第 一 节 中 定理 4 和 定理 5 外 ， 还 要 使 用 辅助 定理 及 前 
一 部 分 第 五 章 第 二 节 中 的 曲线 热 势 的 基本 定理 ,因此 ;, 当 ”有 
不 同 的 奇偶 性 时 ,对 曲线 5; 及 边界 函数 提出 了 不 同 的 光滑 性 
要 求 ， 

于 是 ,我 们 可 以 得 到 下 述 结论 :- 问题 (VD 有 下 内 有 唯一 
的 属于 Be 类 的 解 yCx, 站 且 


yl nn = 0 (Dlx ). G222) 
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考虑 到 〈2.22)，(2.18)，(2.19) 及 (2.13)，(2.14), 我 
们 最 终 证 明了 :问题 (V) 在 内 有 唯一 的 属于 Bot 必 类 的 
解 xx，5D, 且 
leeereoes 一 (Iseraer + liplleeerr ew 


+ lal )} (2.23) 


上 式 中 的 O 只 依赖 于 常数 工 和 曲线 SG 一 1，2)， 而 与 解 * 
及 f, Pp 和 i 无关 , 1; 所 在 的 函数 类 由 定理 3 的 条 件 决定 ， 


表 4 热传导 边 值 问题 解 的 光滑 性 


3 i=1,2 | (MXRai) i=1,2 | u(x, 9 
第 一 边 值 问题 

1 十 和 
(0, 到) 
Q, 9) 第 二 、 三 边 值 问题 | Be 
A 
(为 
第 一 边 值 问 是 


人 + 


Hx, 2) 


(0, 0, 7, 0) 


(0, 0, 0, 7) 
0<r<l 


Be 7) 
n20 
0<4<1 


第 一 边 值 问题 
n 十 1 1 十 入 
” 2 


2 


第 二 、 三 边 值 问 题 


《二 
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把 本 章 中 所 有 的 结果 综合 起 来 ， 我 们 将 在 B”* 类 中 协 
调 的 各 种 边 值 问 题 的 解 的 光滑 性 与 初始 条 件 , 边 界 条 件 、 函 数 
f 及 曲线 8: 的 光滑 性 之 间 的 关系 列表 总 结 出 来 。 在 表 中 , 解 
xx 蕊 在 下 中 的 Bw'” 济 数 类 中 的 模 可 以 用 f、q 及 在 
相应 的 函数 类 中 的 模 之 和 估 值 ， 这 种 估 值 通常 统称 为 8 估 
值 . 

注 1 现在 证 明 , 当 条 件 “f 及 其 所 有 导数 在 Cg,《0), 0》 
(i 一 1, 2) 处 取 零 值 ”不 成 立 , 而 成 立 中 心 定理 的 所 有 其 它 条 
件 时 ,中 心 定理 依然 有 效 . 

我 们 以 本 节 中 第 一 边 值 问题 (D [ 见 (2.1)、(2.2) 和 
《2.3)] 做 为 例子 进行 讨论 。 

首先 , 讨论 ”一 2 的 情形 。 假 设 1Cxi, 0) 一 户头 0, xi 一 
ix0)， i 三 1,2。 此 外 ,中 心 定理 的 其 它 条 件 均 成 立 。 

做 函数 

F(x) = ax + b, 


Py ssh /| b= so, 


3 


X1 Xa 2 一 Xa 
不 难 验证 ， 
F(x1) = f, i 二 1,2, 
令 
Hx, 2) = fx, t) — F(x), 
则 | 


fxs, 0)=0, i=1,2; 
另 一 方面 ,显然 , 当 


Q(x,) = 训 * 一 bt 


时 , 则 
一 0 300. 
iO 62 一 一 0。 
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因此 ， 若 设 V = w 一 2, 则 可 代替 第 一 边 值 问题 (D 讨论 下 
述 第 一 边 值 问题 : 
Le 0 Ou 1, DD, xs) Eg; 


CD rs =p) — Se pe), x Ek 


zs 一 为 (9 一 过 WAG AOR 


1€l,i= 1,2; +» 
不 难看 出 , 问题 (*) 满足 中 心 定理 中 所 有 的 条 件 , 因此 ， 
它 有 唯一 的 属于 Be2,2(8) 的 解 (zs+), 并 且 ， 
lvl = oC + liglhl + allD, 
《上 式 中 诸 模 数 依 被 取 模 函 数 所 属 函 数 类 决定 ) 但 是 ， 
lull < lizll + loll = ollsll + ND, 
I < WI+ Fl = oc)D, 
loll = odlpl + HID, 
zll = ocx + ID; 
所 以 ,问题 (1) 有 属于 B28) 的 解 
4 一 十 0， 
同时 ， 
lalla » = OC + lpll + zall). 
由 此 可 见 ， 当 == 2 时 , 若 fxi, 0) 关 0, 而 成 立 中 心 定 
理 的 所 有 其 它 条 件 , 那 么 ,中 心 定理 依然 有 效 . 
当 # 二 3 时 , 可 对 v 二 we 应 用 上 述 4 一 2 时 的 结论 ; 另 ， 
一 方面 ,由 于 zx 满足 (2.1) 和 fe BW 类 ,所 以 , us 亦 属 BG 
类 。 这 时 ,根据 BS 类 定义 得 出 ， 当 一 3 时 . 若 f 或 其 某 
阶 导数 在 《x;, 0) 处 不 取 零 值 ， 而 成 立 中 心 定理 其 它 条 件 , 则 
中 心 定理 仍 成 立 。 
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ce 


此 后 ,应 用 数学 归纳 法 和 B(", 类 定义 , 不 难 证 明 , 对 于 
任何 4 之 2, 着 条 件 “f 及 其 所 有 导数 在 (zi。0) 点 取 零 值 "不 
成 立 ， 但 成 立 中 心 定理 的 其 它 条 件 ， 那 么 ， 中 心 定理 依然 正 
确 . 

注 2 除去 第 一 、 二 、 三 边 值 问题 外 , 还 可 讨论 混合 边 值 
问题 : 在 这 类 问题 中 , 在 8 的 一 个 侧 边 上 给 出 的 是 一 种 类 型 
的 边界 条 件 ,在 另 一 个 侧 边 上 ,是 另 一 种 类 型 的 边界 条 件 .对 
于 混合 边 值 问题 ,中 心 定理 仍然 成 立 。 

注 3 了 估 值 给 出 了 各 种 边 值 问题 在 B"?Cm > 1, 0< 
1 < 1) 意义 下 的 适 定性 。 

注 4 当 讨论 第 一 边 值 问题 时 , 可 使 用 双 层 热 势 ;在 讨论 
第 三 边 值 问题 时 , 仍 宜 使 用 单 层 热 势 

应 该 指出 , 当 使 用 双 层 热 势 讨论 第 一 边 值 问题 时 ,导致 对 
曲线 8 的 光滑 性 不 自然 的 过 高 的 要 求 (要 比 中 心 定理 规定 的 
高 半 阶 )。 为 了 克服 这 个 痊 病 , 我 们 运用 下 面 的 技巧, 仍 借助 
单 层 热 势 来 讨论 第 一 边 值 问题 。 我 们 这 里 只 简要 介绍 这 个 方 
法 的 要 领 , 而 不 让 那些 大 量 的 繁杂 的 计算 再 占用 篇 幅 了 . 

把 第 一 边 值 问题 


ax _ Ou . ; 
a (x, DE g; (2.24) 
(VID 
ulx, 0) =0, xEk; (2.25) 
zj 一 TO zt€él, i=1,2; (2.26) 
的 解 写成 两 个 单 层 热 势 之 和 : 
ux, 0) = ViLp] + ViLp]. (2.27) 


为 满足 条 件 《2.26)， 得 到 下 面 的 第 一 类 沃 尔 泰 拉 积 分 方 
程 组 : 

Ee = Vi[pl + Vi[p], (2.28) 

ml) = V3] + Vi[p], (2.29) 
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a 


这 里 Vi[Lps] 表示 单 层 热 势 Vi[pi] 在 曲线 5; 上 的 直接 值 ， 
天 [pw] 是 热 势 Vi[p] 在 曲线 $s 上 的 值 ; i = 1, 2; i 一 1 时 ， 
i=2; i=2 时 , j=1. 
采用 下 述 办 法 将 《〈2.28) 〈2.29) 化 归 第 二 类 沃 尔 泰 拉 方 
程 组 :把 (2.28〉 (2.29) 两 端 均 乘 以 
- TL 


My 一 好 
并 对 + 从 0 积分 到 y, 这 时 有 : 
加 二 人 mui(r)Kui(Cr yar, (2.30) 
x j=1’ - 
Xs(y) 一 7 2 piCTIKaCT, yar, (2.31) 
其 中 
“W = Ea, 
人 『 [end Gd 
kir 人 一 
:VO— —D) 
_ 把 (2.30) 和 (2. 3D) 对 ? 微分 ,我 们 得 到 
一 7 
二 2 mr) 
x ako) dr (2.32) 
y 
CD — EE) + hi Cr) 
x j=1 
x oe adr. (2.33) 


可 以 证 明 ， 为 比 wi es 同时 ,还 可 以 证 
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明 , 下 面 的 日 伏 列 积分 人 
人 Wr) Er 


和 曲线 热 势 间接 信 _ 样 具有 增 清 作用 ， 这 样 ,从 方程 组 (2.32) 
C2.33) 可 以 看 出 ,(2.27) 的 密度 的 光滑 性 比 m4(z) 低 半 阶 ,所 
以 ,应 用 前 部 分 第 五 章 中 关于 曲线 热 势 的 基本 定理 ,就 可 以 证 
明 中 心 定理 中 关于 第 一 边 值 问题 的 结果 。 

注 5 在 热 势 论 中 ， 热 势 直 接 值 的 增 滑 作用 具有 特殊 的 
意义 , 它 把 热 势 论 几 个 分 支 有 机 地 联系 在 一 起 。 在 第 一 部 分 
第 六 章 中 , 借助 增 滑 作用 , 我 们 解决 了 热 势 论 的 一 个 逆 问 题 ; 
在 本 章 中 ,有 效 地 应 用 增 滑 作用 定理 ,得 到 了 热传导 边 值 问题 
的 光滑 解 ;现在 ,我 们 说 明 , 由 于 直接 值 有 增 滑 作用 ,可 以 从 8 
估 值 推 得 曲线 热 势 的 基本 定理 ， 

不 妨 只 讨论 单 层 热 势 。 设 单 层 热 势 7[p] 的 密度 47) 
在 1 一 [0， 了 ] 上 属于 (";1 类 ,+ > 1 为 偶数 ,0 < < 十， 


并 且 ,n(z) 及 其 所 有 导数 在 1 二 0 时 取 零 值 , 同时 , 单 层 热 势 
7[w] 的 分 布 曲线 5 由 方程 
x = (Ds o0<i<7 
确定 ,并 且 , Se (x, 2). 
这 时 ,依据 上 一 部 分 第 二 章 基 本 公式 (2. 人 ,可 以 抬 Vix] 
视 为 下 述 第 二 边 值 问题 的 解 : 


2, 

侣 一 华 ， (x Eg; 

u(x, 0) = 0, x ER; 
CVID ou) lj) tv XC), sels 

Ox ls 


Ou | 


Bx = Vls =X(), 2€l; 
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这 里 的 3 是 直线 


x 一 zi 之 maxyg ls) ， 
2 是 来 于 二 直线 :一 0 和 :一 7 间 由 S 和 3 所 界 的 区 域 . 
显然 , ZKD) 在 1 上 属于 (" 一 ,2 十 二 ) 关 , 且 


上 和 lo 一 Ogle, 1); 
另 一 方面 ,根据 曲线 热 势 直接 值 增 滑 作用 定理 ,在 ! 上 


X(D)e (一 12+ 地) 


且 
Nixes 2+) = Opelle. 2)» 
这 里 , 当 1 < 二 时 ,人 一 和 当 7 一 广 时 , 洲 < 十 是 任意 
的 . 
不 难看 出 , 当 :一 0 时 , X(D)、Z(z) 及 其 所 有 导数 均 取 零 
值 ,因而 ,问题 (VIID 在 BQ" 冯 中 是 协调 的 . 
这 时 , 由 本 章 8 估 值 中 心 定理 推出 ,在 5 内 , 问题 (VIIT》 
的 解 
Vv[4] € Bln,2), 
同时 ， 
Hy Maemsaa) = OCX 一 x+) 
十 Oz, 14)) = Oplle, 1»). (2.34) 
由 于 直线 5 是 任 取 的 , 故 当 xz 一 co 时 , 《2.34). 仍 成 立 ， 
这 便 是 曲线 热 势 基本 定理 第 一 个 论断 中 关于 单 层 热 势 的 结 
果 . 
完全 类 似 地 可 以 讨论 5 为 奇数 及 1/2 <4< 1 的 情形 ， 
同样 讨论 双 层 热 势 的 情形 . 
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第 二 章 先 验 估 值 一 
第 一 节 cc, 和 BC" 空间 


不 熟悉 泛 函 分 析 的 读者 ,可 先 阅 读 附录 二 ,然后 再 阅读 本 
节 . 


$1 _C"» 空 间 


1) 线性 赋 范 空间 Co 

区 闻 [0 二 x < 7] 上 所 有 属于 C%…2[0, 7] 类 的 函数 
集合 用 C?% 沁 表示 之 。 Co 的 元 素 j 一 jx) 是 [0, 7] 上 
的 Co 罗 类 函数 (> 宇 0, 0 一 1 入 1D). ceo 中 的 元 素 相 加 
定义 为 通常 的 函数 之 和 ， 其 元 素 的 数 乘 定义 为 通常 的 函数 数 
条 .这 样 , 不 难看 出 ，C2% 2” 为 一 线性 空间 , 其 零 元 素 即 是 常 
数 0， 

设 16 Cm?, 即 1(x)€ Ce [0，7]， 并 记 


i = max |1(*)], 


df(x) az) 
dx” xn 了 


定义 C% 中 元 素 f 的 范 数 ( 模 ) 为 
= lle sd = ht+ faa (1.1) 
容易 验证 , (1.1) 满足 模 的 三 个 条 件 。 因此 , C“*” 为 一 
线性 赋 范 空间 .。 
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2) Cw'» 中 的 等 价 范 数 
设 f 为 线性 空间 C”'*， 中 的 元 素 , 记 
= max 22|; ”一 03717237 0 


ocx<T | dx 


asfCx) — ad*fCx2) | 


fos SO =0, 1， 2,. “sn 
0Cx<T 

我 们 证 明 
lz = f+ fa (1.2) 

和 
Ia 一 Sr + hn C1.3) 

A=0 
是 C% 中 两 个 等 价 的 范 数 。 这 个 证 明 较 长 , 我 们 分 五 段 叙 
述 之 。 . 
在 证 明 中 ,将 对 C2% 类 函数 建立 一 系列 的 内 插 估 值 : 

f= OC + fa,2), (1.4 
fix = Ofo + fo), (1.5) 


其 中 《= 0, 1, 2,-…, wn, 0 二 4 和 1, 并且 , 《1.4) 及 (1.5) 
右 端的 0 与 f 无关， 由 此 ,立刻 可 以 推出 (1.2) 和 (1.3) 的 等 
价 性 。 
为 了 在 下 一 章 中 应 用 方便 起 见 ， 我 们 还 将 把 内 插 估 值 
《1.4) 和 (1.5) 写成 带 参数 的 内 插 估 值 : 

fr = 0Cejx 士 工 加 )， t=0,1,.…,n; (1.6) 

fa = OCefait Lifo), R=0,1,..°,7—1; (1.7) 
其 中 8 > 0 为 任意 参数 , Li:，Li 仅 与 s 有关, (1.6) 和 (1.7) 
右 端的 与 了 和 均 无 关 . 

《D 荷 尔 德 不 等 式 


IT38 


Rr 


人 
4 


则 对 任何 *，》 之 0， 不等式 、 


二 < 开 二 好 C1.8) 


成 立 .为 今后 应 用 方便 起 见 wa 还 可 在 (1.8) 申 写 人 参 
数 > 0; 


zy = (ex) 加 < 2 ys 19) 


它 对 任何 x*，y 之 0 均 成 立 。 
GD fe Co) 的 情形 。 
现 设 1(x)e COCT)， 了 一 [0, 7], 则 有 
fo = OCef, + Nofo), 0 一 4 一 1. (1.10) 
证 明 . 
不 妨 令 f 半 常数 ， 以 表示 f 在 T 上 的 振幅 ， 则 有 
wo = max|f(x) — Kx)| < Th, 


其 中 x 和 x 为 区 同 巾 纤 守 成: 因此 ， 


Ti= 元 <T. 
这 时 ， 
1 一 I1Cx) = f(x2) < 
ln — ab | 
区 D™ = (fo™, la — zx) < Ti; 
wTD™ = wo (fi), | — x2| > Ti. 
所 以 ， 


1 < omy < 2 = epee 
应 用 不 等 式 (1.8) 后 得 到 


1 去 2 二 扩 十 ss 外 
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由 此 推 得 (1.10)。 -一 
QH) fe Ce 的 情形 。 _ 
现 设 1(z) E CUNT), 0 过 4 之 1。 此 时 ， 
fi= Olefi,z 十 Lifo). (1.11) 
证 明 . - 
不 妨 令 
f(x0) 一 max|f (x)| >0. 
对 任何 5 之 0, 当 jz 一 il 委 5 时 ,有 


lf (x) — f(x)| < ha. (1.12) 
此 时 ,无 论 f(x) 的 符号 如 何 ,不 等 式 
f(xo) < f(x) + fi, (1.13) 
对 区 闻 |z 一 xo| < 5 中 所 有 的 x 均 成 立 . 
考虑 比值 
{Ket = f(x’), (1.14) 
显然 ,此 时 ， 
lx — zl < 6, 


因此 ,根据 (1.13) 可 写 
太一 jx < f+ fe) 
一 Bf 十 Hz) 一 人 am + 8) 一 fe | 委 6lfi 十 也 


(1.15) 
现 取 3 一 6, 一 (£)™ ; 则 由 (1.15) 推 出 


hI Ch DH = 3Cef,) 本 Ce-wjp 本. 


(1.16) 
再 取 
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4 一 1+7 7 — Lt2, 
而 应 用 (1.8) 于 (1.16)， 则 得 
f= Ol(efui++ Lf). 
QV》 fe Cm 的 情形 . 
现 设 1(x)€ CT), 二 1。 这 时 ， 


ht OL GO, k=0,1,..., 7; (1.17) 


fa = OL 0) 二 ]， =0,1,..., n—1, 
0<=7<1. (1.18) 
证 明 . 
我 们 用 归纳 法 证 明 这 两 个 估 什 . 
从 第 (ID 段 的 讨论 可 以 看 出 , 当 +=2。 ==1 时 , (1.17) 
成 立 ， 
现 假定 (1.17) 在 ”一刀 <p 时 成 立 ， 而 证 明 它 在 
二 Pp 十 1, 二 p 十 1 时 亦 成 立 。 
当 mn 二 pp， 二 p 一 1 时 , 《1.17) 可 写 为 


2 ,1 
fo = OLCfs) ? (fo)5]. (1.19) 
当 1(W) e Cer2CT7 时, F(D 一 和 区 e Co(7)， 因 之 ， 
x 


根据 x 二 2,《 一 工时 的 (1.17) 式 可 写 为 
F, = O[CFo)tCF2) 打 ， 
将 (1.19) 代入 上 式 , 有 


二 O[Cp4D4Cf) 守 Cj) 宙 ]， C1.20) 
在 (1.20) 右 端 应 用 不 等 式 (2.9), 得 
< cs 天 囊 高 ]#}. 


再 取 。 充分 小 ,以 至 
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C184 
gq 


二 


b 


则 有 
f=0[[CG iD Er] = O [Csr) 7 (fo) 7+7], C1.21) 
由 此 证 明 (1.17) 在 # 一 请 十 1、 一 时 亦 正确 . 

根据 归纳 假设 , 当 一 p、 太 二 p 时 《1.17) 成 立 , 即 


大 一 OL CD]. 
将 (1.21) 代入 上 式 后 ,得 到 
f= O(N CO) TT? Co) Se} 
= OL Gen) 7 GS ], 
即 (1.17) 在 =p 十 1, 二 p 时 均 成 立 ， 因 之 , 它 对 任何 
《二 # 均 成 立 ， 当 《二 n 时, 《1.17) 自然 成 立 。 
现在 证 明 (1.18). 
根据 第 (ID 段 的 讨论 ,可 写 
fr,x 本 O[ Cir) fe)™]. 
将 (1.17) 代入 上 式 后 , 即 可 得 证 (1.18)， 
利用 不 等 式 (1.8), 还 可 将 (1.17) 和 (1.18) 改写 为 带 有 
任意 参数 的 内 插 估 值 : . 
fi= OCefs + Nifo), kn; (1.22) 
fir= Olefs + Nifo), Kk<n; (1.23) 
《<n—1 了 时， 0 一 2 委 1; 
=n 一 1 了 时、 0<2<1。 
CV) fe ce 的 情形 。 
最 后 ,假设 1(z)e Co,2(T)，m 二 00 天 1 过 1. 这 时 ， 
大 一 0Cefsis 十 Lif)， 大 一 0 1 23 (1.24) 
fi,a= OCefra t+ Lifo), R=0,1,..., 7—1; (1.25) 
证 明 . 
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根据 (1.16), 可 写 


f= OL ) fa) Hr]. 
将 一 一 1 时 的 (1.17) 式 代入 上 式 后 ,得 到 


nl 


f= OU [0 OD Tr) 


= O{ GO ,Th CG) ED)}, 
再 应 用 (1.9) 式 可 得 


f+ 0 证]]， 


取 s 足够 小 ,使 得 


Ca262 去 二 
qa 2 
则 可 写 
f= OL (fr fr], (1.26) 


由 此 ,再 次 引入 参数 s, 并 应 用 不 等 式 (1.8), 即 可 得 到 4 一 mw 
时 的 估 值 (1.24). 

为 了 验证 这 个 估 值 在 * 二 时 的 正确 性 , 只 需 将 (1.26) 
代入 《1.17) 中 。 

把 (1.26) 代入 《1.18) 后 , 即 可 验证 (1.25) 的 正确 性 。 

3) “C%.2 空 间 的 完备 性 

现在 ,我 们 证 明 Co 空间 的 完备 性 . 

设 刀 一 加 (x) 为 C%2 空间 中 一 基本 序列 ， 即 对 任 给 
s > 0, 及 存在 ,使 当 m,m > 时 ， 

| 一 如 cp < 8, (1.27) 

上 式 左 端 中 的 范 数 可 依 定义 (1.1) 决定 ， 亦 可 依 其 等 价 范 数 
《1.3) 决定 。 

根据 (1.3), 由 《1.27) 立刻 推 得 , 函数 序列 f(x) 一 致 收 
敛 于 某 连 续 函 数 1(*), 并 且 , fa(x) 直至 # 阶 的 导数 也 相应 地 
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一 致 收敛 于 f(x) 的 直至 ” 阶 的 导数 .因此 , 帮 z) 为 一 CT) 
类 函数 . 


另 一 方面 ,由 于 
(如一 如) 和 s， mm >N, 
故 对 工 中 任意 两 点 xz 和 x 均 有 
| | d"fn(x1) 一 全 |- | 蔚 委 一 co] | 
dx” xn dx” 


< elxi — x2). 


在 上 式 左 端 中 令 m 一 oo, 则 得 
[2 -weco| - [ek - wren | 


dx” dx” dx” dx” 


< elxi — x2l7. 


因此 ,全 人 2 为 Ce'* 闫 函数 , 即 fe Cs， 由 此 证 明 Ce 
x 


空间 的 完备 性 . 所以，C% ”为 一 巴 拿 赫 空间 . 
所 有 的 C”” 空间 统称 C 型 空间 . 


52 Bl".» 空间 


1》 线性 风范 空间 Bo 

为 阅读 方便 起 见 ,这 里 ,把 Bo 类 函数 的 定义 再 重 抄 一 
下 . 

设 g 为 平面 Cx, 人 ) 上 一 区 域 。 空间 BX8) (> 0， 
0 天 7 < 1 中 的 元 毒 帮 rz, 六 属于 ”十 【个 函数 类 (pg, a 
和 之 交 , 对 f 而 言 当 0<a<1,0<8<1 时 ， 


Ortaf(x1sn) _ Otaf(x2,12) 
OrrOm Ox?rO1 
sup 
(st) EB a 一 x 二 + |a 一 1s 
(za EF 


fpacg 
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均 为 有 限量 ; 当 c 一 0 时 ， 
Ortaf(x, #1) _ Ortef(x, 43) 


Ox?O14 Ox?014 
joas = ,sup 3 7 
ees la — zl 
ta) 


均 为 有 限量 ;这 里 的 (p,q, c, 8) 取 值 为 
户 一 0，1， 2 


二 2 二 外; 
,| 下 
2 一 28 一 )， P=n,n—2, 7 一 4 


< 一 0， p= Ht, p=n—l, 1 一 3, 7 一 4 


Be" 空间 中 的 模 数 定义 为 
lla s 一 ax ,fears + fh, (1.29) 


(1.28) 


3》 


其 中 
hh mpxlfCx, Ds 


而 (p, 9> 0 8) 由 (1.28) 决定 "。 
设 f€ Bt" 了 。 如果 


-= 
人 Fh ey fogag jporonopoy 


则 称 函数 类 (po, qo， ao， po) 为 f 的 模 类 . 因此 ， 当 pos qos 
co， Bo) 为 f 的 模 类 时 ， 
lla 一 foogsoopo 十 fo (1.29) 
同 空间 Co"2” 一样。 空间 B5 ,2 也 是 一 个 线性 赋 范 空间 . 
2) 等 价 范 数 完备 性 
为 了 研究 B2 ,2 中 的 等 价 范 数 ， 首 先 分 析 一 下 了 0 (8 
类 函数 的 导数 的 估 值 情 况 . 


1) 这 里 令 述 的 Bt” ”类 定义 与 第 一 部 分 第 五 章 中 的 B" ”类 定义 不 完全 相 
同 。 然 而 ,不 难 验证 ,两 者 是 完全 等 价 的 。 
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从 Bo 类 的 构成 可 见 ， 当 c=28 一 2 时 , 相应 的 
OPtef(x, 1)/8x?024 均 是 fCx; 恐 的 一 个 最 高 级 导数 。 
记 - 


i = Max 
fs a 


Bax | 
Bxi6m | 


并 记 
fss— max foa> 
a=28= 


其 中 p，9 由 (1.28) 第 二 ,三 式 决定 。 因 此 , jz 是 了 的 所 有 最 
高 级 导数 在 下 内 的 绝对 值 的 最 大 值 中 最 大 者 
现在 证 明 , 当 fe B”'， 时, f 的 所 有 非 最 高 级 导数 在 内 
的 绝对 值 的 最 大 值 均 可 用 fzz 和 fh 内 播 估 值 , 即 证 明 
fi= Olefsa + Kifo), C1.30) 
其 中 i<p, 1) 和 qi 二 ji 和 bp 十 4 一 1， p， 9 由 (1.28) 第 
二 式 和 第 三 式 决定 ，e 为 任意 参数 ， Ki 为 只 依 于 6 的 某 些 党 
数 ， 
事实 上 , 当 j 一 0 时 ,由 于 i 过 x, 故 根据 (1.22) 有 
加 一 0(ej + Kiofo) = Olefsa + Kiof); 
i=0,1,.., nC— 1; (1.31) 


而 当 ; 一 0 时 ,着 ; < [二 | , 则 从 (1.22) 扒 得 
fy ~ OCefuny + Kafi) 


~ OCefss + Kufi), j= 0, 1， [ 引 = 1. C131) 


从 Bm 的 结构 可 见 , 当 i 一 0,j 一 [所 | 时 ,着 /ax 不 是 

7 的 最 高 阶 导数 ， 则 91+1j/9x9r 为 了 的 最 高 阶 导 数 ; 根据 
《1.22), 此 时 ,(1.31') 仍 成 立 。 一 般 地 , 当 姜 天 0 时， 关于 变 
数 * 应 用 (122), 可 写 . 
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万 一 0Cejo + Kifoi); 
然后 ,再 关于 变数 应 用 (1.22), 又 可 写 

foi= Olefog 十 Kpifpo). 
由 此 ， 考 虑 到 (1.31) 和 (1.31')， 并 适当 整理 参数 和 常数 后 ， 
我 们 得 到 ? 

fi = Osea 士 SKpifpo + 天 5 为 ) 
on Olefsa + Kif), 
即 (1.30) 得 证 . 
为 了 研究 B“'” 中 的 等 价 范 数 ， 我 们 再 证 明 一 个 关于 f 

”的 最 高 级 导数 在 5 内 的 绝对 值 的 最 大 值 的 内 插 估 值 ， 即 证 明 
fs 一 Olefsas + Mjo)， (1.32) 


其 中 0 与 f 无 关 , 为 参数 ,M 为 常数 , 依 于 6 的 选择 . 

《1.32) 的 证 明 . 

先 讨论 p 一 1，4 一 0 的 情形 . 

这 时 ,利用 讨论 (1.11) 的 方法 ,不 难 验证 ， 
页 一 OCefoi + Mj). (1.33) 

现在 讨论 (1.32). 设 

OFtoif(x, 1) 

Ox5™1O49 


则 显然 FCx, De (1, 0, 2, +). 根据 (1.33) 有 


= F(x, t), 


F=fss™ OeFinz 十 MFo) 
- OCefpas + Mfp-ia); 
但 是 ， 
1) 今后 ， 所 有 取 值 可 以 任意 小 的 正 参 数 均 月 8 表示。 因此 , 8 二 6= 6， 
Ke 二 8，8” 一 8… 其 中 为 正常 数 ,m 为 正 数 . 
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8 Cr 六 
Orx7-1017 
不 是 f 的 最 高 级 导数 ,所 以 , 依 内 插 估 值 (1.30), 可 写 
fs = OCnfss + Mh); 
取 任 意 参 数 7 充分 小 ,将 此 式 代 入 上 面 最 后 一 个 估 值 式 后 ,得 
到 : 
15a 一 OCefzz + Mf), 


即 (1.32) 成 立 . 
设 
Oitif(x, £) 
OxiOs 
为 + 的 任 一 导数 .〈1.32) 亦 可 记 为 
fi = Oefoogoropo + Mfo), (1.32') 


其 中 (pos qo, ou Bo) 为 的 模 类 , i < pj 过 9,p，g 由 (1.28) 

决定 
最 后 ,我 们 再 强调 一 下 , 当 je Bo”'» 时 , 它 的 所 有 最 高 级 
导数 均 满 足 对 * 指数 为 4、 对 * 指数 为 乞 的 正则 条 件 。 所 

以 ,根据 内 插 估 值 (1.30) 和 《1.32') 可 以 断定 
lla = max, foaos + fo (1.29) 
‘pq,a,B) 

以 及 

lla= 六 fogost DHDH| + (1.34) 
(pdsa,B) 


为 B"'» 中 两 个 等 价 的 范 数 , 《1.34) 中 -号 1Df| 表示 按 了 的 所 
有 可 能 的 导数 求 和 . 

根据 (1.29) 和 (1.34) 的 等 价 性 , 不 难 证 明 空 间 B”…* 的 
完备 性 ， 

所 有 的 8”” 型 空间 统称 为 有 型 空间 . 
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3) 内 揪 估 值 | 
(1.32') 是 B+ 空间 中 的 一 个 重要 的 内 插 估 值 .为 了 仿 
后 的 需要 ,我 们 再 讨论 另 一 个 Bo" 关 函 数 的 内 揪 估 值 


先 假定 fe Be 一 (1 0, 7， 考 ) N (0, 0, 0, 1+4), 


并 且 , (1, 0, 2， 二) 为 f 的 模 类 . 我 们 证 明 , 这 时 ,对 f 下 述 
内 插 估 值 成 立 : 
fonz i OCefins 十 Jf0)， (1.35) 
其 中 为 任意 参数 ,7 为 菜 常数 ,只 依 于 8， 
事实 上 ,容易 看 出 ， 
了 2 — fx, t)| < JiCx, 三 ) 一 za | 


jx 一 x 上 十 一 二 | 次 | 和 一 和 | 


(xza 11) 一 flx2, t2) 


ja 一 4 
根据 C”*» 类 函数 的 内 插 估 值 ,有 
1, = 0Csj + Jfo). 


=1 二 了, 


De ry lfCx,2) — fx, 12)|, 


= sp lfz2 4)— fx, | 
(rt) eB [A » 
(zt)eF 


则 有 
L< 0 =omfi), la—#lt<T,; 
wT = of)’, Ia — #2 Ti 
由 此 可 以 得 到 内 插 估 值 
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1 = OCefs + J4) 
但 是 ,显然 ， os - 
丹 二 0G 中 十 fo). 
因此 ,考虑 到 (1, 0, 4， 2) 为 了 的 模 类 以 及 估 值 式 (1.32)， 

可 写 
T= OCefins 可 Jfo), 
即 证 得 C1.35). 
现在 假定 fe Bea， 并且 , (a，0, 2 委 ] 为 了 在 Bt 
中 的 模 类 。 这 时 ,对 f 下 述 内 插 估 值 成 立 ; 
加 过 一 0Cejo + Gh), 0<p<n. (136) 


我 们 用 归纳 法 证 明 这 个 估 值 ， 
当 ” 一 1 时 , 《1.36) 即 为 《1.35). 
设 一 4 时 (1.36) 成 立 ， 也 就 是 说 ， 若 16 Bt%2， 且 


(ks 。 4 之 ) 为 了 之 模 类 ， 则 


jp 好 一 OCefior# 中 G4fo), 0<p<k—1. 


现 设 fe Botta) 且 (K + 1,0,2, z) 为 了 之 模 类 。 


令 驻 一 F, 则 PeBko, 且 (4 0, 7 之) 为 下 之 模 
Or 2 
类 . 这 时 ,根据 归纳 假定 ， 
Fo = OleFi + GFo), 0<p<k—l, 


即 

fotio 娃 OCefirog + GkFo); 
另 一 方面 ,根据 (1.32'), 可 写 

Fo 一 加 一 OCefirog + Gfo). 
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将 此 式 代入 前 式 后 , 即 可 证 明 (1.36) 在 # 一 《二 1 时 亦 成 立 ， 
因 之 , 它 对 任何 = 均 成 立 。 . 
从 上 述 讨 论 过 程 中 可 见 ; 当 fe Be%.2， 目 (po go， oo Bo) 
为 了 在 Bo 中 的 模 类 时 , 则 下 述 内 插 估 值 成 立 : 
fpaompo 一 O(Cefpoeueops 士 Gfo)， 0<p<p. (1.36) 


$3 空间 R 
由 于 下 一 节 的 需要 ,我 们 再 定义 一 个 巴 拿 赫 空 间 R。 它 
的 每 一 个 元 素 7 均 由 四 个 函数 组 成 ; 
7 一 {jp， Xs Xa} € R, 
其 中 
f=f(x, EB"NE), p= p(x)€ CAR), 
Wb ECHHD, jl,2, 
当 + 及 7 = {f, 9， 2 2)} 均 属 于 R 时 ,定义 
r+7= {f 十 下 十 多， Xi 十 Xi 十 名)}; 
及 中 的 数 乘 定义 为 
ar = {af, ap, aXi, aXa}. 
R 中 的 模 定义 为 
llrllz = Il + lpll + NIX + MX, 
f= faa, lpil = lpllC tCR), 
lx = xie", = 1,2. 
不 难 验 证 ,空间 RR 为 一 完备 的 线性 赋 范 空间 . 


第 二 节 ” 变 系数 抛物 型 方程 的 先 验 估 值 


$ 1 常 系数 抛物 型 方程 的 先 验 估 什 
在 数学 物理 方程 的 经 典 理论 中 ， 为 了 研究 解 的 存在 问题 
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和 讨论 解 的 某 些 性 质 , 通 常 是 把 解 写 成 < 显 式 ?, 即 写 出 解 的 具 
体 表 达 式 ,如 在 第 一 章 中 所 做 的 那样 ,为 了 寻找 热传导 边 值 问 
题 的 光滑 解 (或 做 出 解 的 了 估 值 ), 把 解 写成 菜 些 热 势 之 和 , 然 
后 ,再 研究 这 些 热 势 的 性 质 . 

在 解 算 非 线性 的 数学 物理 问题 中 ， 甚 至 在 讨论 变 系 数 的 
数理 方程 时 ,这 种 方法 往往 是 行 不 通 的 , 它 不 仅 造成 许多 技术 
上 的 巨大 障碍 ,而 且 , 有 时 遇 到 实质 性 的 困难 . 

克服 这 个 困难 主要 有 两 个 途径 ， 一 条 道路 是 扩充 解 的 概 
念 (如 讨论 各 种 “广义 解 ”); 另 一 条 道路 是 保持 解 的 意义 ,而 运 
用 新 的 数学 手段 。 本 章 中 所 介绍 的 , 在 先 验 估 值 的 基础 上 使 
用 泛 函 分 析 方 法 就 是 后 一 个 方向 的 典型 例子 . 

从 泛 函 的 观点 而 言 ， 任 何 一 个 偏 微 分 方程 均 可 视 为 一 个 
算 子 例如 ,在 上 一 章 第 一 节 中 讨论 了 热传导 算 子 。 这 里 ,我 
们 再 重复 一 下 . 

讨论 下 述 热传导 第 一 边 值 问题 

On ‘Ou 


Lu= BB ~ KD (x, 1) Eg; (2.1) 
I 
‘ ?we 0) = 0, x Eh; 

al。 一 0， 1 一 1, 2， sel, 


热传导 算 子 工 由 巴 氏 空间 Bo 2(G8) 作用 到 巴 氏 空间 
Bo)， 即 当 zk Bo DC5)， 时 je B2 (5)。 不 难 验证 ， 
算 子 工 是 有 模 的 , 即 

人 zw 一 Oulart 1). (2.2) 

另 一 方面 ,第 一 章 的 中 心 定理 说 明 , 热 传导 算 子 有 逆 算 子 

世 -:， 它 也 是 有 模 算 子 ， 即 当 je Bo 时 ,可 找到 唯一 的 
weE Bt 与 之 相对 应 ,使 Lu 一 了 ,或 17! 二 w, 同时 ， 

|lzllae+r> = OCHfHlsce, 2). (2 3) 

这 个 结论 也 可 以 这 样 理解 : 任 取 一 个 属于 Bo Mz) 的 、 
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始 值 和 边 值 均 为 零 的 函数 

zxEBeotD(B)， xz 0) 一 0， zs 一 0， 
im 一 1，2， 
将 其 代入 到 方程 (2.1) 的 左 端 ,经 计算 后 , 得 到 另 一 个 函数 


这 时 ， 所 得 到 的 函数 f 和 原来 的 函数 * 之 间 不 但 满足 估 值 
《2.2), 而 且 , 还 满足 估 值 (2.3). 
对 估 值 (2.3) 的 这 种 理解 赋予 它 以 “ 先 验 ” 的 意义 2。 也 
就 是 说 , 估 值 (1.3) 的 建立 , 完全 可 能 不 以 问题 (1) 有 光滑 解 
为 前 提 . 因此 ,无 论 光滑 解 存在 与 否 ,如 果 我 们 能 设法 建立 估 
值 (1.3), 那么 , 它 便 是 一 个 先 验 的 解 的 估 值 .这 个 估 值 的 先 
验 意 义 在 于 : 如 果 解 确 实 存在 ,那么 , 这 个 先 验 就 能 变 成 现 
实 ;如 果 解 根本 不 存在 ,那么 ,这 个 先 验 就 要 落空 . 
但 是 ,每 当先 验 估 值 一 旦 建立 ,人 们 总 是 设法 利用 它 来 证 
明 解 确 是 存在 的 .。 在 本 章 中 , 我 们 首先 对 一 般 变 系数 抛物 型 
方程 的 边 值 问题 建立 先 验 估 值 ; 然后 , 依靠 这 个 估 值 ,再 利用 
压缩 映 象 原理 证 明 这 些 边 值 问题 的 光滑 解 存在 . 
热传导 方程 
auxz 一 zl 一 下 
也 称 为 常 系数 的 抛物 型 方程 , 。 > 0. 
本 段 中 , 先 讨论 常 系数 抛物 型 方程 的 简单 情形 ， 今 后 ,为 
书写 方便 起 见 , 仅 讨论 第 一 边 值 问题 . 
现在 , 先 把 a 一 1 的 热传导 方程 第 一 边 值 问题 的 先 验 估 
值 写 出 来 。 讨论 第 一 边 值 问题 : 
12 “上 先 验 估 值 ?的 主要 涵义 是 : 在 没有 确 知 解 存 在 的 前 提 下 , 对 它 进行 某 种 
期 望 的 、 先 验 的 、 经 验 的 估计 . 这 些 估计 可 以 从 解 的 各 方面 来 做 ，〈2.3) 


是 在 8 型 空间 的 范 数 意义 下 进行 的 估计 。 类 似 地 ， 还 可 以 在 C 型 空间 范 
数 意义 下 或 其 它 意义 下 先 验 地 估计 解 的 大 小 . 
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了 


Lu = ss — Ws = fx, 1), (x,t)€g; (2.1). 


(11)4uCx, 0) = p(x), x ER; (2.4) 

uls; = X(t), i= 1,2, el, (2.5) 

为 简便 计 ， 不妨 设 * 为 偶数 。 并 假定 Sie C3 和 类 
Gi= 1, 2). 


如 果 函 数 xe Bo+2 (EE), 因 之 ， 根 据 C%'” 类 函数 辅助 
定理 ( 见 “ 热 势 论 基础 ?第 六 章 第 一 节 )， 
ux, 0) = p(x) € Ct» CE， 
sls = XD) € CIP i= 1,2. 
这 时 ,将 «代入 (2.1) 后 所 得 之 函数 fe B”2Cg)。 依 第 一 章 
之 中 心 定理 ,对 问题 (ID 下 述 先 验 估 值 成 立 ?: 
Hullaceta amp 秋天 (wm sz + Hopllecets 2 
下 xhecgr, 的) (2.6) 


其 中 


Ixlegr,ga = max lllecgr a, » 


并 且 , 常 数 K 与 4, f, q, Xi 均 无 关 , 它 只 依赖 于 区 域 8 及 时 间 


常数 了 . 
现在 ,我 们 讨论 常 系数 抛物 型 方程 的 第 一 边 值 问题 : 
atlrx — Ws = fx, 1), (x,t)Eg; (2.7) 
CDAulx, 0) = q(x), x ER; (2.4) 
ulss=X(t), i=1,2, :tél, (2.5) 


其 中 a 为 某 常数 , 4 之 a 宇 oo >> 0. 
为 节省 篇 幅 起 见 ,不 妨 仍 令 = 为 偶数 ,并 且 , 设 


SiE CT 外 类 ,i 一 1, 2. 
为 了 对 问题 (IUD 建立 先 验 估 值 ， 设 法 将 问题 (II 写成 问题 
1) 由 于 热 势 论 的 中 心 定理 成 立 , 这 个 “ 先 验 ? 估 值 有 “现实 ?意义 。 
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《ID 的 形状 . 
变数 替换 
{ = at, 
将 区 域 下 变 为 如 : 
z 一 Go 5D=w( 二 <z<w 人 (二 ) 
= BD,0<i<a7), 
其 两 侧 边 为 再 : 
5 {GD, z= 6(E) 6D, 
0<i<a7}, 1 一 1，2; 
这 时 ,函数 * 变 为 
u(x, 1)—=u (a ) = U(x, 2), 
方程 (2.7) 变 为 
_ 
rd Ca) 


边界 条 件 (2.5) 变 为 
«ls ~ Az, Ds = X(E) = 17), 


=fx,7), (x,7D)€g, 


i€? = {0, oa7]， 1 一 1，2。 
这 样 ,根据 (2.6), 可 写 出 问题 (IID 的 先 验 估 值 : 
lalser ao < RON + lpll + ls C2.8) 
I = 加 la ap。 Ml maxllale ro, 
K 为 某 常 数 ,只 与 F 和 了 一 aT 有 关 . 
先 验 估 值 (2.8) 是 写 在 坐标 系 z, 7) 中 的 。 为 了 得 到 问 


-Se 


题 (IID 的 在 《x,z) 坐标 系 中 的 先 验 估 值 ,我 们 应 讨论 在 坐标 
系 (x, z) 与 坐标 系 (x, 7?) 中 函数 模 (C 型 及 8 型 ) 之 间 的 关 
系 。 
容易 验证 ， 
tsm 一 0714。 《m 为 正 整 数 ) 


mm (0<u<D) 


这 里 的 zi 表示 wm 一 0ma(x, 让 /67" 在 (x, 7?) 坐标 系 中 的 
指数 为 的 正则 系数 ,但 是 ， 
to = tos 
所 以 ， 
4 如 crop < 有 lexzo 
= m+ mn S ao™ 人 ellcmexp， (2.9) 
这 便 是 * 在 不 同 坐标 系 的 C%…' 汪 类 中 的 模 之 间 的 关系 。 
现在 讨论 (p, 9, a, 8) 类 . 
显然 、 
OxrO1 ~ OxrOz 
Ea 这 x2]° 中 [a ee A 
Ortau(x, £1) Ortau(x, £2) 
Oxr01 OxrOz 
[ri — x2)° + asla — 21s 


Ortan(xt) Ortan(x, 12) | 


因此 ， 
Ass[maxCl, A)] Supgog < Hpgop < 
asd [minC1, a0)] Su,gop; (2.10) 
由 此 推 得 ,有 仅 依 赖 于 a,，4。 和 的 常数 C, 和 C1, 使 
Cillallat Dep < allsee xa < Gallse ew. C2.11) 
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根据 (2.11) 和 (2.9), 可 以 把 估 值 (2.8) 写 为 


Cillzlla+z jen < 全 lam+z Deg) 


< RCT dp 十 el + CullXle s+" 0) 
< RO + lpll + Hx). 
因此 ， 
Naat nc < KC + Higl + Xl C2.12) 
其 中 常数 K' 只 依赖 于 ms du, T，x 和 区 域 8. 
(2.12) 便 是 我 们 要 建立 的 常 系数 抛物 型 方程 的 先 验 估 
值 。 我 们 再 重复 一 下 它 的 “ 先 验 ”价值 : 任 取 一 个 函数 
a(x, !) € Borx DCE)。 其 始 值 为 
u(x, 0) = q(x), 
它 在 曲线 5; 上 取 值 为 
ubi(t), 1) = Xi(2), 1 1,2, 
将 其 代入 (2.7) 后 得 到 函数 Kx,z), 则 #，p，Xi 及 了 间 成 立 
估 值 (2.12), 其 中 K' 与 #( 因 而 与 1, 9 和 1) 无关 . 
从 我 们 的 讨论 过 程 中 可 见 ,由 于 热 势 论 的 中 心 定理 成 立 ， 
常 系数 抛物 型 方程 的 先 验 估 值 (2.12) 仍然 有 现实 意义 ?。 然 
而 ,在 变 系数 方程 的 情形 ,情况 就 完全 不 同 了 ， 为 了 建立 它 的 
先 验 估 值 ,要 使 用 新 的 方法 , 那里 , 先 验 估 值 的 “ 先 验 ”意义 是 
十 分 明显 的 . 


$ 2 变 系 数 抛物 型 方程 的 先 验 估 值 
方程 
Axst)urr — us = fx,7) 
在 alx, 汶 >0 时 也 做 ( 变 系 数 ) 抛 物 型 方程 . 
1) 从 本 书 第 一 部 分 的 结果 可 见 ,如 果 重 复 第 一 章 中 所 有 的 讨论 ,就 可 以 直接 
建立 估 值 (2.12)。 这 里 ,我们 从 (2.6) 出 发 来 建立 (2.12), 一 方面 说 明 
了 先 验 估 值 的 一 种 获得 方法 , 另 一 方面 ,也 是 为 了 满足 下 一 段 的 需要 . 
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现在 考虑 变 系数 抛物 型 方程 的 第 一 边 值 问题 : 
aCxs urs — ts = f(x, 2), (x, Eg; (2.13) 
(IV)YuCx, 0) = p(x), x Ek; (2.4) 
ulss=X(), i=1,2, tél; (2.5) 
其 中 aCx, De B28), Ao > alx, 1) > a >0, 
为 了 建立 问题 IV) 的 先 验 估 值 ， 设 法 应 用 前 段 的 结果 . 
为 此 ,分 别 讨论 下 述 两 种 情形 : a《x, z) 的 振幅 充分 小 的 情形 
和 一 般 情形 . 
1) 小 振幅 情形 


仍 和 从 前 一 样 , 不 妨 设 * 为 偶数 ,Si€ C 生 "”j 一 1, 2， 
任 取 &8 一 内 点 (ro 1) € g, 可 将 方程 (2.13) 写 为 
axos fouzs — ts = [aCxos to) — alx, 1) Juzrz + fx, 2) 
= F(x, 1). (2.14) 
对 于 由 方程 (2.14) 及 条 件 (2.4) 和 (2.5) 所 构成 的 第 一 
边 值 问题 而 言 ,成 立 先 验 估 值 (2.12)”, 即 
Nahata < KCNFN + pl + Nx, C2.15) 
其 中 
MEN = |LFllzxw zxey 
常数 天" 只 与 a。、Ao、T 及 区 域 g。 有关 ,与 * 无关， 
现在 估算 1F|l 的 大 小 . 
显然 ， 
Fo < fh + ww, (2.16) 
这 里 ， 


Fo 一 max| FCx, )}1, = max|fCz, D1, 


w= max |aCxi, 11) — alx;, £2)| 
(sie 
(xara) Es 


1) 当 w《x, !) 给 定 后 ，f(x, 1) 由 (2.13) 确定 ， 因 而 ， 对 此 而 言 ， 可 由 
《2.14) 决定 F. 然而 ，(2.14) 已 是 常 系数 抛物 型 方程 了 
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A 


是 alx, 7z) 在 上 的 振幅 ， 


t= max 
下 


Ou(x, 1) | 


De 
令 
hlx, £) = [aCxo, 10) 一 alx, 2) J]usslx, £) 
= F(x, t) 一 fx, 2). 
当 we Br Ng)H, he Bl (8). 


现在 ,不 妨 先 假定 ,对 * 而 言 , (= + 2, 0, 2。 之 ) 为 它 在 


B29 中 的 模 类 ， 同 时 , 先 讨论 (2， 0, 2, 之 ) 为 FCxs 四 在 


Bo,2 中 的 模 类 的 情形 。 在 这 种 假定 下 。 我 们 先 设法 估计 
hui 的 大 小 ,然后 再 估计 Feoi。 


显然， 
EC [aC 内 一 ae; D] oe 屿 
Ox” Ox™t? 


a 六 bo alx, 1) Orin(x, 1) 


i 
f= Oxt Ox"t2-i 


= N(x, Di) 十 立 Mi(x, £), (2.17) 


其 中 六 为 某 些 常数 
先 讨论 (2.17) 中 第 一 项 .不 难看 出 ， 
INCx', 向 一 NGCza 12) 
| 和 一生 天 十 | 一 二 | 习 
< [eCxos 10) — ows, 1) [ut 1) — urs, £2)]| 


[Ee 2] be ee A 


Jalxs, 12) 一 alxi, 11)| + 
[il 二 祭 二 中 | 友 ez(z 2] 


此 处 


*。159。 


urt2x, 1) 一 2 ) 


因此 ， 


No¥ SE untam§ 十 Ao0rg tnt2> (2.18) 


usr = max | (x, 全 | 。 
其 次 ,讨论 (2.17) 中 其 它 ” 项 . 写 
MGz 1) = ai(x, t)uilx, 1), 


Hb = be), 
Ox 
,Ont2inCx, 1) . 
Mi = 二 1 一 ?十 2 一 1。 
这 时 ， 
[MiCx, £1) 一 MiCxa, 12)1 
< la 1) — wx, 区 wx 1)1 
+ |aiCxas 2) 1 1x, 4) — w(x, 12)|, 
所 以 ， 


Mi on# 十 生 Gion34i 十 Gj 和 > 
、 2 入 1) 入 2” 十 1， 1<i<n, (2.18) 
这 里 


Oiu(x, 1) | 
Oxi > 


Oialx, Oatx,2| 


Oxi 


Wj 一 max 
下 


li 一 max 
£ 


这 样 , 考虑 到 前 一 节 所 建立 的 内 插 估 值 (1.32') 及 (1.36), 可 
写 


hw 二 三 No 十 DM 二 
f=1 
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十 多 n+ 
< 0Un+204 委 十 中 al 3 Wi 十 ollall > uns 
j= i1=2 
< Untyp 姥 十 EQuntz 对 十 uo (2.19) 
其 中 
el = lallate ncn, = max|2z| ; 
此 外 ,要 特别 指出 , 由 于 上 一 节 的 内 插 估 值 (1.32') 及 (1.36)， 
《2.19) 式 中 的 参数 s 可 选择 为 任意 小 的 正 数 ; 常数 2 仅 依 于 
lsll, 与 8 无 关 ,与 « 亦 无 关 ;常数 全 除 依赖 于 ell 以 外 , 还 依 
赖 于 s 的 选择 ,但 仍 与 * 无 关 ! 
由 (2.19) 推出 
no 二 hor 十 jpo 好 
< Dnt2043 3 8EOzn+z 邓 十 gm 十 joo， (2.20) 
另 一 方面 ,根据 上 一 节 内 插 估 值 (1.32'), 还 可 写 出 
1 寺 ERunta2$ 十 Kuo, 
其 中 5 亦 为 某 “小 参数 ”, R 为 某 常数 ,与 5 无关 责 依 于 5 的 
选择 。 
这 样 ,把 估 值 (2.20) 和 (2.16) 及 《2.15) 结合 起 来 , 我 们 
得 到 
n+n 嫩 十 Wo KF + gll + XD 
< KFrmg + Fot loll + HxID 
< KCwurtnr¥ + EQunta + Quo 
十 foo 二 十 fo 十 ERiwuntz 壤 十 wRuo 


十 pl + IIXID. (2.20") 
现在 选择 参数 s 充分 小 ,使 
, 1 
a0K'’< 襄 
这 时 ,如 果 吧 也 充分 小 ;以 至 
,161 ， 


即 
wow a = Ks (2.21) 
4K 


此 后 ,可 再 选择 5, 使 


ERo < 二 
8 


这 时 ， 把 这 些 选择 好 的 参数 代入 上 面 的 估 值 式 (2.20') 后 ,得 
到 


本 tntwn 寻 十 ww 过 K'ACG 十 Ro)w + | 十 pll + xl}, 


或 者 ， 
|zllacn+> DB 二 tnt+20 娃 十 mm 
< [2K'(O + Ro) 一 1]m 
+ 2K’CIH + ligll + NX). (2.22) 
这 便 是 问题 IV) 的 一 个 先 验 估 值 。 为 了 进一步 估计 上 式 右 
端的 mw, 我 们 指出 ,对 于 问题 (IV) 而 言 ,成 立 极 值 原理 ?。 因 
而 ,有 常数 c, 使 
th < clfho + qo Xo). (2.23) 
这 样 ,可 把 上 面 得 到 的 估 值 (2.22) 改写 为 
jzllae+z dep < KC + lpll + lxl), (2.24) 
其 中 K” 为 某 常数 , 它 只 依赖 于 ae，4o，|lall， 工 及 8 但 与 x 
《因而 与 f，q，%i) 无 关 . 
(2.24) 即 是 我 们 所 要 建立 的 问题 (IV) 的 先 验 估 值 。 它 
是 在 条 件 (2.21) 成 立 的 情况 下 获得 的 . 


1) 这 也 是 问题 (IV) 的 一 种 先 验 估 值 。 利用 “ 热 势 论 基础 ”第 四 章 第 一 节 证 
明 极 值 原理 的 方法 ,可 以 证 明 这 个 先 验 估 值 . 
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为 了 得 到 估 值 〈2.24)， 我 们 假定 了 (>。 0, 2 之 ) 为 


F(x, 四) 在 Bm? 中 的 模 类 .。 现在 假定 《pos qo, co， Bo) 为 
F(x, z) 在 32 中 的 模 类 ,此 处 (po,4c， ao， po) 为 由 前 一 节 
(1.28) 所 确定 的 某 (bp, 9, a, 6) 值 、 在 这 种 情况 下 , 根据 前 
一 节 中 所 建立 的 内 插 估 值 (1.32) 和 (1.36'), 依次 重复 前 面 
所 有 的 讨论 ， 仍 可 证 明 估 值 (2.22) 的 正确 性 。 有 兴趣 的 读 
者 , 可 以 自己 做 完 这 个 证 明 . 这 里 , 我 们 仅 指出 , 根据 Bo 
函数 类 的 结构 , x(z, z) 必 属 于 (po 十 2, qos ao, po) 类 ;此 外 ， 


由 于 (二 2,0, %, 之 ) 为 Kx, 让 在 Bot 中 的 模 类 , 故 
potaaunups Wnt。 
在 证 明 估 值 (224 时 ,我 们 还 假定 了 (十 2, 0, 4, 之 ) 
为 sx, s) 在 Be 中 的 模 关 。 这 只 是 为 了 令 述 明确 起 见 
而 假定 的 。 当 ( ”+ 2。0，?。 之) 不 是 村 类 时 ,鉴于 前 一 节 的 


内 插 公式 (1.32') 和 (1.36')、“ 小 参数 ”e 的 适当 选择 及 振幅 
的 充分 小 , 仍然 能 证 明 (2.24) 的 正确 性 .这 里 不 一 一 歼 述 
Ts 

2) 一 般 情形 

现在 ， 我 们 去 掉 吧 充分 小 的 条 件 , 继续 证 明 (2.24) 的 正 
确 性 。 

首先 ,我 们 注意 到 ,如 果 方程 (2.13) 取 下 面 的 形状 

alx, fuss — Bu, = fCx, 1), (2.13") 

其 中 ax, z) 的 振幅 满足 条 件 (2.21),B 为 某 正常 数 ， 那 么 ， 
根据 本 节 第 一 段 中 的 讨论 可 知 ,借助 于 变数 替换 能 够 证 明 , 此 
时 , 先 验 估 值 (2.24) 仍 有 效 , 只 不 过 那里 的 K” 还 依赖 于 8B 的 
大 小 . 
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当 (2.13) 中 的 aCx, 六 不 满足 小 振幅 条 件 《2.21) 时 ,可 
用 常数 . 
Ko 


B= A 
24, 


乘 方程 (2.13) 的 两 端 ,并 令 
br, t) = Balx, 1), 
则 


ws = max_ |bCxi #1) — blxz, 12)| < Ko, 
(zt)EE 
(sil)eg 


即 2Czx, 已 满足 小 振幅 条 件 (2.21)， 这 时 ,方程 (2.13) 变 为 
bx, tuzrs 一 Bu 一 Br 0). (2.25) 

所 以 , 对 由 (2.25)，(2.4) 和 (2.5) 所 组 成 的 第 一 边 值 问题 仍 
成 立 先 验 估 值 (2.24). 

最 后 ,我 们 把 本 节 中 的 讨论 简要 地 总 结 一 下 

最 初 ,从 热传导 方程 的 先 验 估 值 (2.6) 出 发 ,我们 证 明了 
常 系 数 抛物 型 方程 的 先 验 估 值 (2.12)。 然 后 。 又 证 明 这 个 个 
值 对 “非常 接近 常 系数 的 变 系数 方程 ”( 即 带 有 小 振幅 系数 的 
方程 ) 依 然 成 立 ,最 后 ,证 明了 它 对 一 般 变 系数 方程 的 有 效 性 . 
这 里 , 我 们 再 强调 一 下 , 估 值 (2.24) 对 于 问题 (IV) 只 有 “ 先 
验 ” 的 价值 ,这 就 是 说 , 如 果 问题 (IV) 确实 有 属于 B"**2CE) 
的 解 , 那 么 , 它 一 定 满足 估 值 (2.24)， 然 而 , 估 信 (2.24) 的 建 
立 , 并 不 意味 着 问题 (IV) 一 定 有 光滑 解 。 对 估 值 (2.24) 应 
这 样 理解 。 任 取 一 个 属于 .B”t2(8) 的 函数 wx, 马 。( 根 据 
辅助 定理 , 它 的 始 值 a(*,0) 一 pC) 属于 CT 有 函数 类 ， 
它 的 边 值 xz; 让 1s = CD) 属于 C0) 类 ,i 一 1,2,) 把 
它 代入 到 方程 (2.13) 左 端 ， 得 到 函数 fCx, 人 ,在 * 及 f,q 
和 Xi 间 成 立 关系 式 (2.24). 

虽然 (2.24) 对 间 题 (IV) 只 有 先 验 的 意义 ,但 是 , 它 仍然 
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给 我 们 很 大 的 启示 : 估 值 (2.24) 划 定 了 问题 (IV) 的 光滑 解 
可 能 存在 的 范围 (在 B“**'” 模 数 意义 下 ), 这 就 使 我 们 在 寻找 
问题 IV) 的 光滑 解 前 进 的 道路 上 减少 了 很 多 盲 生 性 。 在 下 
一 节 中 ,我 们 将 采用 泛 函 方 法 ,在 (2.24) 所 规定 的 范围 内 , 去 
寻找 问题 (IV) 的 光滑 解 . 

顺便 指出 ， 为 了 缩短 篇 幅 ， 我 们 只 讨论 了 ” 为 偶数 的 情 
形 . 不 难 验 证 , 当 =” 为 奇数 时 , 估 值 (2.24) 仍 成 立 。 

注 1 由 估 值 (2.24) 的 推导 过 程 中 可 见 ， 它 对 于 一 般 变 
系数 抛物 型 方程 

alx, uss — tt blx, us + cx,tNu = f(x,t) (2.26) 
也 是 成 立 的 ， 这 里 的 bx, zt)，c《x, 六 均 属于 B28). 同 
时 ,为 了 获得 相应 的 先 验 估 值 (2.23), 还 假定 < < 0. 

方程 (2.26) 与 《2.23) 相 较 ， 只 增加 了 两 个 “ 低 阶 项 ” 
bux 和 cu。 由 于 上 一 节 内 插 公 式 《1.32') 和 《1.36'), 它们 不 影 
响 对 win 的 信 计 。( 见 本 章 (2.22)》 


“ 注 2 由 估 值 (2.24) 的 推导 过 程 中 可 见 ， 它 不 仅 对 于 第 
一 边 值 问题 有 效 ,而 且 , 也 适用 于 第 二 ,第 三 边 值 问题 . 

(1.23) 是 第 一 边 值 问题 的 解 的 最 大 模 的 先 验 估 值 ， 对 于 

第 二 ,第 三 边 值 问题 仍 成 立 类 似 的 估 值 。 这 里 ,我 们 写 出 这 个 

估 值 . . 


讨论 下 述 边 值 问题 : 
ax, fuze — ts + blx, us + cx, tu = f(x, 7), 
x,t) Eg; 
CV) uCx, 0) = p(x), x Ek; 


[oCx, Dus + Plx, Duls; = XA, i= 1,2, tl. 
设 a,，b，c，a，B, 1f,P 及 Xi (i 一 1,2) 为 连续 函数 ， 
4 之 ao>0,c<0, ww 十 避 0, a 之 0, PP 过 0. 若 w: 及 
ws 在 下 内 连续 , 则 先 验 估 值 
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tw = O(fo + qo Xo) (2.27) 

成 立 , 其 中 0O 只 与 a, 5,c,g 和 8 有 关 , 与 x( 因 而 与 j，9 
和 xi) 无 关 。 

将 《2.27) 代入 到 (2.22) 后 可 见 ， 先 验 估 值 (2.24) 对 边 
值 问题 《V) 仍 成 立 . 

由 于 (2.27) 成 立 , 也 可 以 代替 第 一 边 值 问题 ， 讨 论 混合 
边 值 问题 , 即 在 区 域 一 侧 边 上 给 出 的 是 第 一 类 型 边 值 条 件 , 在 
另 一 侧 边 上 给 出 的 是 第 二 或 第 三 类 型 的 边 值 条 件 . 

注 3 我 们 再 重复 一 下 ,仔细 分 析 《2.24) 的 证 明 过 程 ,可 
以 发 现 ,关键 在 于 估计 wtxx4, 即 获得 估 值 (2.22). 因 此 ,在 方 
程 (2.13) 中 加 入 一 些 “ 低 阶 项 *， 并 不 影响 估 值 (2.24) 的 建 
立 . 

鉴于 这 种 考虑 ， 我 们 可 以 代 埠 线性 方程 (2.26)， 进 一 步 
讨论 某 些 非 线性 问题 , 

讨论 下 述 拟 线性 抛物 型 方程 的 边 值 问题 : 

ax, fy Ws Wr)Wzs — ts + Glu, xz) = f(x, ), 
(x, 1D) €g; 
De u(x, 0) = p(x), + Eh; 
[cx + Puls = X(t), i=1,2, ze€l. 

假定 

iD 4 过 4 二 >0，4d 和 wm 为 二 正常 数 , 并 且 , 对 于 
任何 w€ Bo 2 2C8) 而 言 ， aC(x，t，w，w:) 关于 (zx, 四 属于 
B28) 类 ,同时 ， 

allsm ap 委 也 一 常 数 

对 于 所 有 上 述 的 .* 一 致 地 成 立 。 

i ”对 任 给 xe Bo DG8) 而 言 ， 函 数 GCw, xxz) 均 属 于 
Bi" A(E), 而 且 ， 

lcla cp = OCllsllacet 2c)),» 
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上 式 右 端的 0 与 “无关 . 
证) f, gg， Xi，g，8B 和 曲线 SG 一 1, 2) 足够 光滑 , 即 
它们 相应 地 属于 所 须要 的 B 型 或 C 型 空间 . 
采用 (1.22) 的 推导 方法 ,容易 验证 , 对 问题 (V1) 成 立 下 
述 先 验 估 值 : 
lullsceera ap = OH + llpll + Xl + wo) (2.28) 


“这 里 的 0 与 函数 * 无关 ， 


从 上 述 讨论 过 程 中 可 见 ， 非 线性 ( 拟 线性 ) 方 程 的 先 验 估 
值 ,有 赖 于 线性 方程 的 先 验 估 值 的 获得 。 当 然 ,为 了 适应 我 们 
的 证 明 方 法 , 在 得 到 (2.28) 时 , 我 们 做 了 不 少 的 假定 。 进 一 
步 深 入 的 研究 表明 , 这 些 条 件 是 可 以 大 大 减弱 的 。 这 个 情况 
十 分 有 助 于 解 算 许多 非 线性 问题 . 


第 三 节 ” 变 系数 抛 物 型 方程 各 种 边 值 问题 的 光滑 解 


本 节 中 将 证 明 变 系数 抛物 型 方程 的 各 种 边 值 问题 有 光滑 
解 ,并 估计 它们 的 大 小 .首先 讨论 第 一 边 值 问题 . 


$1 第 一 边 值 问题 


1) 问题 的 提出 
现在 ， 依 靠 前 节 中 建立 的 先 验 估 值 (2.24), 证 明 变 系数 
抛物 型 方程 第 一 边 值 问题 的 光滑 解 是 存在 的 。 
讨论 变 系数 抛物 型 方程 的 第 一 边 值 问题 : 
Su = alx, tuzs — ts = fx, 1), x, 1) € g; (3.1) 
(I)Aulx, 0) = p(x), x* Ek; (3.2) 
u|s; = Xi(), i= 1, 2, t€l; (3.3) 
其 中 4, 宇 alx;) 宇 a 二 0,， ao 二 1，Ao > 1 为 二 常数 . 
不 妨 仍 先 设 ” 为 价 数 , 并 假定 5;€ C 全 "外 类 ,zn 之 0， 
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0 一 1 委 1，i 一 1 2，e(r， 门人 有 DC 可 )。 
与 此 同时 ,我 们 还 讨论 热传导 方程 的 第 一 边 值 问题 : 


Lu= urs — ts = folx, 1), x, Eg; (3.4) 
(I1)4uCx, 0) = p(x), x Eh; (3.2) 
uls; = Xi(), i=1,2, 161， (3.3) 


在 本 部 分 第 一 章 中 ,已 经 证 明了 问题 (ID 的 光滑 解 的 存 
在 性 . 依据 这 个 结果 ， 以 及 前 节 先 验 估 值 (2.24, 我 们 运用 
压缩 映 象 原理 来 证 明 问题 (DD 的 光滑 解 也 是 存在 的 。 在 这 个 
证 明 过 程 中 ,还 机 采用 “参数 拓展 法 ?: 依 下 法 引入 实 参数 r: 

Lm= Lut+rt HL— Lu= {Li+r 一 工 )]x 
一 [Talx, 2) + (1 — 7) lu — ws 
同时 , 列 出 带 参数 r 的 第 一 边 值 问题 : 


Lt= fxr, 7), (x,) Eg; (3.5) 
(HDYuCx, 0) = p(x), x Ehk; (3.2) 
uls=X), i=1,2, tél. (3.3) 


显然 , 当 T 二 0 时 , 问题 II) 变 为 问题 4D; 当 r=1 
时 ,问题 IID 变 为 问题 (1)。 我 们 的 任务 在 于 从 间 题 (ID 的 
光滑 解法 中 学 会 解 问题 (D)。 为 了 完成 这 个 任务 ,我 们 以 拓 
展 参数 为 手段 ， 即 设法 沿 参数 + 从 r+ 一 0 起 一 步 步 地 拓展 问 
题 (IID 的 光滑 解 ,直至 + 一 1 时 为 止 . 

现在 ， 我 们 利用 泛 函 分 析 的 语言 ， 把 上 述 课题 再 重复 一 
下 . 

算 子 双 ,建立 了 空间 Bm"+%(8) 和 空间 R 之 间 的 对 应 ( 空 
间 尺 的 定义 见 第 二 章 第 一 节 ， 它 的 每 个 元 素 由 4 个 函数 组 成 
7 一 tj，9p， 为 ，X})， 即 色 : 由 BE) 作用 到 尽 。 当 
z 一 0 时 ,根据 第 一 章 的 中 心 定 理 , 问 题 (ID 有 属于 Bg) 
的 光滑 解 , 也 就 是 说 ，55!' 二 二 存在 、 这 时 ,对 于 任何 
7 一 {jp， XX} ER， 可 写 
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人 


Lir 一 wu€ Born. 
我 们 的 任务 在 于 证 明 经 , 一 的 逆 算 于 人 ~ 是 存在 的 .为 
此 ,设法 证 明 当 r+ < 1 时 Y, 均 有 逆 算 子 八 . 

2) 问题 的 解决 

我 们 首先 用 “ 泛 函 分 析 的 语言 证明, 当 +< 1 时 , 仅 
均 存 在 ;然后 ,再 用 “微分 方程 的 语言 ”解释 清楚 这 个 论断 的 具 
体内 容 . 

对 于 任 给 we BC 25， 显然 有 : 


2 一 一 人 pyX KER, (3.6) 
然而 , 太一 存在, 所以， 
Li = Ly € Bot, (3.7) 


即 积 算 子 LY 为 一 由 B"”**» 空间 作用 到 本 空间 中 的 算 
子 . 可 是 ， 
Lg .= LL+r — 0)]1 
=[E+rL-(g%-L)]=E+r4, 
其 中 
A=L"\(g — 1), 
为 恒 等 算 了 于。 这样 , 算 子 4 亦 为 巴 氏 空间 Bt 作用 到 本 
空间 中 的 算 子 。 这 时 ,如 果 4 有 模 , 且 
tl4l < 1， 


即 
1 
< 一 一 一 > 
一 


那么 , E 十 r4 有 北 算 子 
(CTS 一 (十 rd) 


这 时 ,根据 (3.7) 有 
(LGN LG Nu = Eu=u 
= (L711%.) Ls, (3.8) 


因而 , 积 算 子 CL LL"' 建 立 了 由 + ER 到 w€ BO 2 
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的 对 应 , 它 即 为 所 求 的 必 . 的 送 算 子 : 
中 一 (LDLD 一 (E 十 rd)ACLD。 (39) 

i411 为 有 限量 的 证 明 暂 放 在 稍 后 一 些 时 候 进 行 ， 现 在 继 
续 研 究 我 们 的 课题 . 

如 果 14i < 1, 那么 ,就 可 取 z 一 1, 因而 , 在 此 情况 下 ， 
我 们 的 课题 顺利 地 解决 了 . 

如 果 41 > 1, 那么 ， 还 得 设法 沿 参数 z 继续 拓展 纪 。 
的 逆 算 子 . 


现 设 141 > 7 < 4 Bi<! 为 某 常 数 。 根据 上 面 的 


讨论 ,我 们 可 以 把 人 ,的 逆 算 子 由 一 0 沿 参数 拓展 到 
了 一 mi， 即 证 明 si* 存在 .为 了 继续 沿 参数 向 前 拓展 公 语 '， 
再 引入 带 参数 7 的 算 子 到 。: 
2 色 : 一 工 十 mC22 一 DD)=%+ (一 rDC2 一 并 ). 
由 (3.9) 知 , 5! 存在 。 因 而 ,可 以 讨论 积 算 子 
mn = LAL tr — TY — LL)] 
=E+(rn— ry 一 已) 
=E+(r;— 1)4, 
其 中 
= YY 一 工 )。 
由 于 弘一 工 由 Bo2 2 作用 到 R， 而 世宗 由 R 作 用 
到 Bt, 所以, 同 算 子 4 一 样 , 41 也 是 一 个 由 Bo 作 
用 到 本 空间 中 的 算 子 。 如果 4, 有 模 , 那么 , 根据 压缩 映 象 原 
理 的 推论 知 , 当 
Ct — rlAN<1 
时 , EE 十 《Ts 一)41 有 逆 算 子 , 因 之 , 逆 算 子 
(LAL = [Et tA 
存在 . 这 时 ,对 任 给 xe B”'*%* 了 有 
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Lit—=r€R, 
而 
LAL Lr Bot, 

所 以 ， 

[E+ Cm A = (LL) rt 

= (LHL (LL N= Enu= u, 
因而 ， 
[E+ Cn — tA = Ya 

为 所 求 的 人 +, 的 逆 算 子 . 

如 果 4 和 4 的 模 均 小 于 同一 个 常数 C, 那么 , 我 们 就 可 
取 rt 一 直 ， 因 而 , 使 双 : 的 逆 算 子 沿 参数 由 zt 拓展 到 了 


一 20 若 记 > 十 则 可 取 rs 二 1, 因而 ,我 们 的 课题 又 告 

解决 ， 如 果 < 士 , 则 记 [十 | 为 二 的 整数 部 分 ， 这 时 ,只 
4 Tl Ti 

要 连续 重复 上 面 的 讨论 1 + | 十] 次 ， 最 终 总 可 以 把 ie, 的 


逆 算 子 拓展 到 r 一 1 的 情形 . 

综 上 所 述 ,如 果 4 和 4; 有 模 , 并且 , 14l| 和 4 让 小 于 同 
一 个 常数 C， 那 么 ， 我 们 就 可 沿 参数 r 拓展 逆 算 子 到 
T= 1. 

现在 ,我 们 用 “微分 方程 的 语言 "来 寻找 这 个 常数 C， 

首先 ， 根 据 前 节 先 验 估 值 《2.24》 来 建立 ljlx"+2w 与 
1 -xl 的 关系 . 

算 子 色 - 是 由 第 一 边 值 问题 (I) 所 确定 的 。 对 于 任 给 
的 函数 w€ Bo "20， 按 (3.5)、(3.2) 和 (3.3) 确定 四 个 函数 
f:，p， Xi 和 %%， 它 们 成 为 空间 R 中 的 一 个 元 素 。 这 时 , 方 
程 (3.5) 为 

Lm [ralr, tuzs + (1 — Truss] — ws 
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一 ar(r, urs — ts = fx, 1), 
由 于 0 和 + 二 1, a 宇 o，a 二 1， 所 以， 
ar(x, 2) = ralx, 1)+ (1l—r)raot+(l—7r) 
ot tr Domo—1) a; 
类 似 地 ， 
arx, 1) ETAot+ (1— 7) 
ht (do — Dr—1)<4o. 


因而 ， 依 上 一 节 中 的 讨论 ， 对 于 问题 IT》 下 述 先 验 估 值 成 
立 : 
lullaceta nd < cll Se sulle, (3.10) 
其 中 c， 为 某 常 数 ， 与 * 无关 ， 而且 ， 估 值 (3.10) 对 所 有 的 
T(0 过 7 < 一 致 地 成 立 . 
其 次 ,不 难 直 接 验 证 ,对 任 给 we B“**» 而 言 ， 
lg — Lulls = eu — Lulln 
= |Calx ,2) — Dussllam ®d < callullarts td, (3.11) 
其 中 c; 为 某 常数 ,与 * 无关. 
现在 ,依据 《3.10) 和 (3.11) 证 明 , 算 子 4 和 4, 均 有 模 ， 
并 且 ,它们 的 模 均 小 于 同一 个 常数 . 
事实 上 , 任 取 we B"**?, 并 记 
Au= L(Y — Lu= 1, 
则 一 (CS — Lu= Lv. 
根据 (3.10)( 取 = = 0), 有: 
zllaotz2 入 ollLvlla < oll 一 工 )xlls; 
又 根据 (3.11), 有 : 
lollamtan < cs2 — LYulle < ceilsllan+rzD。 
这 样 ， 


aull op lloll 
sup < cic 
和 
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因此 , 1 41 存在 , 且 
Al oe= e; (3.12) 
另 一 方面 , 任 取 we B20, 并 记 
Ain 一 LA — Lu= 
则 
(YL — Du= ru 
根据 先 验 估 值 (3.10)( 取 r+ 二 5.), 有 
ullsetad < ell rwlis = cll — Lulle. 
因而 , 依 《3.11) ,又 可 写 
Nullatets ns < cllCge — L)ulln 
< cucalluallacrt2 ». 
所 以 ,4 有 模 ,并 且 ， 
la < ce = 一 <. (3.13) 
《3.12) 和 (3.13) 说 明 , 4 和 水 均 为 有 模 算 子 , 而 且 , 它 
们 的 模 同 小 于 一 个 常数 <. 
至 此 ,我 们 证 明了 : 对 任何 参数 r(0 < r+ < 1) 而 言 , 问 
题 (II) 均 有 属于 Bo 22(8) 的 光滑 解 , 因而 , 问题 (ID 的 光 
滑 解 是 存在 的 。 
在 上 述 讨论 过 程 中 , 为 了 方便 , 才 限制 w < 1，4o > 1; 


当 这 个 条 件 不 成 立时 ,可 月 忆 一 了 名- 了、 4 一 4 ([ 半 | 


A 
二 1) 代替 和 4 
从 上 述 讨论 过 程 中 可 以 看 出 。 如 果 代替 方程 (3.1), 讨论 
一 般 变 系数 抛物 型 方程 


alx, urs + bx, fur + clx, tu — us = flx, £), 
估 值 (3.13) 仍 成 立 。 此 有 时， 假定 6(x, z) 和 clx, 2 同属 于 
Bt"W(8) 类 ,和 且 clx,) 二 0. 

估 值 (3.13) 不 仅 对 于 第 一 边 值 问题 是 正确 的 , 而 且 , 对 
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于 第 二 或 第 三 边 值 问题 也 是 有 效 的 ， 
我 们 拒 本 节 中 所 得 到 的 结论 综合 写 为 下 面 的 定理 . 


$ 2 变 系数 抛物 型 方程 边 值 问题 的 光滑 解 存在 定理 


定理 ( 变 系数 抛物 型 方程 的 光滑 解 存 在 定理 ) 设 在 平面 
《x, zt) 上 有 两 条 不 相交 的 曲线 S 和 3 《5i: X 一 内)， 
0 过 1 过 TT, i 一 1,2), 它 们 与 二 直线 :一 0 和 :二 7 所 界 的 
曲 边 梯形 区 域 记 为 g: 
B= {2D hESrE bl) seil=[0,T1}. 
在 区 域 8 内 讨论 下 述 变 系数 抛物 型 方程 的 边 值 问题 : 
Lu = alx, tuzs + bx, ts + cKx, Nu — Hs 


fx,)), (x, Eg; (3.14) 
u(x, 0) = p(x), x Ek={x, pC0) < x < (0)j}; 
(3.2) 
0D] ,1% (第 一 边 什 问题 )i 一 1, 2, te1; (3.3) 
或 (ut ls X(t), i=1,2,1€1l; (3.3') 

(fe w=0 为 二 地 人 加 本 裤 

当 ww 和 顽 0 时 为 第 三 边 值 问题 , 
_ 假 定 成 立 下 述 条 件 4 : 

1) ”过 0，0 一 2 过 1, 当 ” 为 偶数 时 ，5$, 属于 Ct4 


Eo 


类 ; 当 为 奇数 时 , 5; 属 于 C 2 = 类 ,i 二 1, 2; 

2) alx, 站 、bCx, 六 和 clx, 1) 均 属于 B28) 类 ， 
Ao alx, 1) 40>0, clx,t) <0; 

3) f(x, 站 属于 B38) 类 ; 

4) q(x) 属于 Ce+x5CR) 类 ; 

5) 对 于 第 一 边 值 问题 而 言 , 当 ” 为 偶数 时 , X,(z) 属 


于 Cw 和 (7) 类 ， 当 为 奇数 时 ，X.() 属于 Ce 二 二 CD) 
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类 ; i 一 1,2; 
对 于 第 二 、 第 三 边 值 问题 而 言 ， 当 >” 为 侦 数 时 , Xi(z) 和 


ai(D) 属 于 C 公 -全 MYD 类 , 当 ” 为 奇数 时 ,它们 属于 ce 杀 各) 
类 ;同时 ,对 第 三 边 值 问题 而 言 ,o > 0, 0 二 0; 

6) 问题 (IV) 在 Be+zx 2(E) 类 中 是 协调 的 。 即 在 点 
(4i(0),， 0) (i 二 1, 2) 处 成 立 问题 (IV) 的 所 有 协调 条 件 ， 

当 条 件 .4 成 立时 ,问题 (IV) 有 唯一 的 属于 Botz2( 本 的 
光滑 解 x(z, 六, 同时 ， 

ellaerzpcp 一 OC + lpll + Xl + xx。 C3.15) 
(3.16) 右 端 中 ,要 依 被 取 模 函数 所 在 的 函数 空间 分 别 取 模 , 党 
数 0 只 依赖 于 范 数 lall, 6，llcl， all 及 llel， 常数 ao，46 
及 T 和 区 域 8 而 与 4* 《因而 与 1， 9 和 Xs Xs) 无 关 。 

我 们 上 面 所 使 用 的 证 明 方法 也 适用 于 某 些 非 线 性 问题 . 
例如 , 对 第 一 节 中 所 讨论 的 边 什 问 题 《VID 而 言 ,由 于 成 立 前 
池 估 值 (2.28), 故 着 对 此 问题 还 成 立 前 节 估 值 (2.27) 时 ， 风 
可 采用 上 述 参数 拓展 法 证 明 , 当 前 节 注 3 中 所 列 条 件 成 立时 ， 
问题 (VI) 有 属于 Bo+z2(8) 的 光滑 解 , 并且， 对 这 个 解 还 成 
立 估 值 (3.15)。 
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第 三 章 ”具有 间断 系数 的 抛物 型 方程 


第 一 节 具有 间断 系数 的 热传导 方程 


在 前 面 三 章 中 ,我 们 均 讨论 的 是 同一 种 介质 中 的 各 种 热 
传导 问题 。 在 研究 两 种 以 上 的 介质 中 的 传 热 现 象 时 , 要 过 到 
具有 间断 系数 的 抛物 型 方程 ( 见 第 一 部 分 第 一 章 ). 

本 节 中 ,我 们 应 用 热 势 论 的 基本 内 容 ,研究 带 有 间断 系数 
的 热传导 方程 的 各 种 边 值 问题 . 

设 5;=={(x, 人 DD， x 三 gi(?)，0<1<T} 是 (x, 依 平 
面 上 三 条 不 相交 的 曲线 , j 一 1, 2, 3; 

Ri= {Cx, 0), ri = $A(0) Sx Exin 一 pinC0)} 
Gi=1,2) 
是 x 轴 上 的 两 个 相 邻 的 区 间 ;“ 
gi= {C3 2), bilt) Sx < bink), 
0<t1<7} (G=1,2) 
是 (x, 罗平 面 上 相 邻 的 两 个 开 区 域 ,并 记 
gE=&+& i={:,0<:<7}. 

在 区 域 8 内 讨论 带 有 间断 系数 的 热传导 方程 的 边 值 问 
题 : 

Liu = Citixr 一 us = fi(x, 1), (x, 1)E€ gi; (1.1) 

Lu = aztzxx 一 zt = fax, 1), (x, DE€ g2; (1.2) 

u(x, 0) = pi(xz)， x Eki, i=1,2; (1.3) 

ml|s,_ — tls = 67), sels (1.4) 
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— 6(2) Ouz 


(1) 人 Ou 
(0 Be Ox 


=6(), t€ 703 (1.5) 
Sa 十 


Et]|; 一 Xi， i=2i—1, 


z 一 1,2， 1€1; (1.6) 
其 中 心 > 0, i 二 1, 2; 5;- 和 5z4 表示 极限 值 分 别 由 区 域 g1 
和 g; 方 面 取 .。 《1.3) 称 为 初始 条 件 , 《1.4) 和 (1.5) 统称 为 交 
界 条 件 , (1.6) 称 为 边界 条 件 . 当 &; 三 0，p; 三 1 时 , 称 间 题 
《〈D 为 第 一 边 值 问题 (1 一 1, 3); 当 & 二 1, pi 三 0 时 , (ID) 
称 为 第 二 边 值 问题 ; 当 m 三 1, Bi; 关 0 时 称 为 第 三 边 值 问题 
为 了 确定 问题 (D 的 解 的 涵义 ， 特 定义 下 述 函 数 空间 
BW (n> 0,0 一 4< 1).Bm” 中 的 元 素 « 由 两 个 函数 组 
成 ,x 一 (wu w), 其 中 wi 属于 Be"”2B), i 一 1,2。 在 定义 
和 十 天 一 (wa 十 而 ,xz 十 二) 
和 
at 一 《at au) 
后 , B”» 成 一 线性 空间 ,其 中 还 可 引入 范 数 : 
xllam 2cp 一 alate cz» + Nallatenca,)» (1.7) 
这 时 ,8"'» 变 为 一 赋 范 空间 。 不 难 证 明 , 8%”” 是 一 个 完备 
空间 ,因而 是 个 巴 拿 赫 空 间 . 
下 面 ,定义 问题 (D 的 古典 解 和 光滑 解 . 
问题 (D 的 古典 解 : 若 u《x, DD == Cuzx, 1)， w(x, 1)) 
属于 BW8) 类, (0 二 4 过 1), 并且,w 在 区 域 g 内 满足 
方程 (1.1), w, 在 区 域 g; 内 满足 方程 (1.2), 此 外 ,和 ws 还 
满足 问题 (7) 的 其 它 诸 条 件 《1.3) 一 (1.6)， 则 称 « 一 《us w2) 
为 问题 (DD 的 古典 解 ， 
问题 (D 的 光滑 解 : 当 函 数 《x, 四 二 Cu《x，, zwaCx 切 ) 
属于 互 "'2(g) 类 ，a 过 2，0 一 2 1, 并 满足 问题 (D 的 所 
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有 条 件 时 , 称 其 为 问题 (DD 的 光滑 解 . 

现在 , 我 们 同时 寻找 问题 (D 的 古典 解 与 光滑 解 。 我 们 
的 任务 是 给 出 求解 的 方法 ， 而 不 在 减弱 解 存 在 的 条 件 上 花费 
过 多 的 笔墨 

今后 ,为 叙述 方便 起 见 , 我 们 先 只 以 第 二 边 值 问 题 做 为 典 
型 例子 进行 讨论 , 即 假定 (1.6) 中 二 1, Bp; 三 0, 同时 ,还 
先 假定 5 二 5, 二 1. 


问题 (1 可 用 下 述 方法 简化 之 。 
以 
Gilx, 1t; €, ee 一 上 竺 全 
x, £; 二 TD) ee ae—r) 
表示 热传导 方程 
Liu=0 


的 基本 解 。 在 引入 面 热 势 
Uh] = 作 Gifadsar, (i= 1,2) 
以 后 ,可 只 讨论 (1.1) 及 (1.2) 为 齐 次 方程 的 情形 。 
适当 拓展 始 值 函数 9;(x) 后 ,可 引用 泊 阿 松 积分 


Zp | le sp G1,2) 


此 后 ,可 只 讨论 (1.3) 中 的 mw 三 0 的 情形 (i = 1,2). 
设 E 
wi™= tO— U;— Zi i=1,2, (1.8) 
则 wi 满足 下 述 带 有 间断 系数 的 齐 次 热传导 方程 的 边 值 问题 
(CD: 
Dw=aws— w=0, (rxDEg; (19) 
Law2 一 aitarr 一 wa 一 0， (x, DDE€ 823 (1.10) 
wi(x, 0) = 0， x€ Ris i=1,2; (1.11) 
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pp 


as Te 


的 


[wl] 一 wl|s, — wls,, = £0), t1€1; (1.12) 


CID)JTow _ Ow Ow, A 
[到 = S| 一 Br Ei =EG), t€1; (1.13) 


| 一 &%(0D， 7 一 2 二 1， 1 一 1,2， 
Ox 15 


1€ 1; (1.14) 
上 面 的 5 二 和 兄 可 按 关系 式 (1.8) 由 问题 (DD 的 条 件 (1.4) 
《1.5) 及 (1.6) 经 计算 后 决定 ， 
我 们 设法 将 问题 (ID) 的 解 写成 单 层 热 势 之 和 的 形式 : 


itl pe 
wi(x,t) 一 3 站 Gilx, 0 Wi(rz) Tir Tdr 
j= 
i+1 
> Ji 1 一 1,2。 (1.15) 


j=t 


显然, 由 (1.15) 所 确定 的 w 一 Cw wz) 满足 方程 (1.9)、 
(1.10) 及 条 件 1.11)。 为 了 使 其 满足 问题 (ID 的 其 它 条 件 ， 
根据 路 度 公式 ( 见 第 一 部 分 第 二 章 (3.7)), 列 出 密度 (Gi=1， 
2， 3 4) 所 满足 的 积分 方程 组 ， 按 (1.12) 写 出 


Df G0 ss Bi, rir)ar 
210 


— DN ce ,6 winCD, rr)ar = ED); 
1=1.0 


按 (1.13) 写 出 


| (UACAGPLARACDELD) viCr)dr 
9 Or 


二 [ OG (CD)，。43 daCr) rz pT)dr 
9 Ox 


二 LAG) 有 | OGA pl) , 1; Pr), TY vr)dr 
2 9 有 


Or 
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症 PAG) wt | OGA p(t), 1; hs), T) ya Tar 
2 9 Ox 
= LD); 
按 (1.14) 写 出 
> | OG > C2) CE = 2 


证 人 st; parT), 7T) ytdr = (2); 


Or 


| OGA palt), 1; pirT), TY 
Ox 


2a(Cr)dr 
十 | OG bs) , 1; pT), T) vr)adr 
o Ox 


+ 2 一 元 (93 


上 面 诸 式 即 为 : 
Ta[z] + Valyv2] 一 了 af[2a] 一 Fo[z] 一 上 (1.16) 


ele 十 Vt] 十 的 十 > 一 Vins[y3] 


2 OVo[»vs] =E; 


(Cll7y 
dD Ox 
un[z] 一生 + Sa] 一 有 C1.18) 
2 Br “= 
ab + wm] 二 于 一 二; C1.19) 
Ox 2 


其 中 当 i = 1, 2 时 , Vis[v4] 表示 单 层 热 势 Vi[v1] 对 * 的 导 
数 在 5;: 上 的 直接 值 ， 当 i 一 3, 4 时 , Vis[vi] 表 示 单 层 热 势 
Vilvi] 对 * 的 导数 在 5;-， 上 的 直接 值 ;《 见 第 一 部 分 第 六 章 》 


az] 表示 单 层 热 势 V.[v] 在 史上 的 值 。-2ZsL2] 表示 间 
层 热 势 了 [yw] 对 * 的 导数 在 9 上 的 值 ， 
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积分 方程 组 CID 中 除 (f.16) 外 均 为 第 二 类 型 沃 尔 罕 拉 
方程 ,《1.16) 是 第 一 类 型 的 沃 氏 积分 方程 . 

利用 本 部 分 第 一 章 第 一 节 注 4 中 所 介绍 的 方法 ， 可 以 把 
它 变换 为 第 二 类 型 的 沃 氏 方程 

人 妈 Vz 


a tl 3a [2 十 24] 


上 alfacaoyaaeooawon 


Vi—y 
这 “0 [GCC 9; ViCr)sr2 |, 
2 BS [| 二 | isHCr)dr 
EC7) 
= i 中 2 
根据 积分 方程 理论 ， 当 5,(i 一 1, 2, 3) 为 一 次 连续 可 微 
曲线 , 6,5 和 Xi 一 1, 2) 为 连续 函数 时 ,由 (1.17), (1.18)， 
《1.19) 及 《1.20) 所 组 成 的 积分 方程 组 有 唯一 的 一 组 连续 解 
Cn v2 53， 24)， 而 且 ， 


j=1 


wl 


= Dax | = CE + 十) (12D) 


其 中 
b= max|5(z) |, B= max |§(2)|, 
ocrcT ocxe<T 


2 


= 之 max, [ZC 1 


把 所 得 到 的 这 组 解 代入 《1.15) 后 , 即 可 得 到 问题 (ID 的 解 . 
为 了 研究 解 (1.15) 的 光滑 性 , 首先 要 研究 积分 方程 组 的 
解 ( 即 (1.15) 中 诸 热 势 的 密度 ) 的 光滑 性 ,为 此 ,要 使 用 热 势 直 
接 值 的 增 滑 作用 ,以 及 (1.20) 中 所 含 日 伏 列 积分 (它们 含有 
密度 vw 入) 的 增 滑 作用 ( 见 第 一 部 分 第 六 章 )。 这 时 ,函数 
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6(z)、&(1) 及 2,(z) 的 光滑 性 依 《1.4)、(1.5)、C1.6) 及 (1.8) 
决定 , 同时 , 在 考虑 (1.8) 时 , 要 应 用 有 关 面 热 势 的 光滑 性 定 
理 及 有 关 波 阿 松 积 分 的 光滑 性 定理 . ( 见 第 一 部 分 第 五 章 ) 此 
后 ,再 利用 单 层 热 势 的 光滑 性 定理 ,可 以 确定 问题 (ID 的 解 的 
光滑 性 。( 见 第 一 部 分 第 五 章 ) 为 节省 篇 幅 起 见 , 我 们 不 一 一 
详细 讨论 了 . 

这 里 ,综合 上 面 的 分 析 , 我 们 仅 写 出 问题 (D 的 古典 解 和 
光滑 解 存在 的 条 件 。 

设 成 立 下 述 条件 了: 

1) 诸 曲 线 5, 属 C 中 类 , i = 1,2,3; 

2) fi《x, 四 在 殖 内 连续 ,对 * 或 对 :满足 指数 大 于 零 的 
正则 条 件 ; 

3) g(x) 在 元 内 属于 cq 类 一 1,2， 0 一 2 和 1; 

4) 当 问 题 〈ID) 为 第 一 边 值 问题 时 ，X, (x) 在 7 内 属于 


C 的 类 ; 当 (D 为 第 二 边 值 问题 时 , X (5) 属 Co 四 (D) 类 ; 


当 《1D 为 第 三 边 值 问题 时 ，pi (5) 及 X,(4) 均 属于 C9(7) 
类 一 1 2 一 13,p<0,6>03; 


5) (9 在 7 内 属于 co 名 类 ; 


6) 5G) 和 5 (9D 在 7 内 属于 Co 条 类 ,zi 1，2， 并 
且 , 当 0<:<7 了 时 ， 


6.6;>>0 (1.22) 

7) 问题 (D 在 下 ,2 内 是 协调 的 , 即 在 边界 点 和 交 介 点 
(人 0)，0) (i 二 1, 2, 3) 处 ,成 立 所 有 必要 的 协调 条 件 . 

当 条 件 刀 成 立时 ,问题 (GD 有 唯一 的 古典 解 we B02 六， 


1)》 在 下 一 节 中 ， 于 入 前 的 礁 作 问题: 从 估 值 (1.23) 亦 可 
推出 问题 (1) 的 解 是 唯一 的 


“182 。 


并 且 ， 
lzllae ap = Of + Slop + Slxl 
+ ll + sD> (1.23) 
其 中 右 端的 各 个 模 数 均 需 依据 被 取 模 函 数 所 在 的 相应 的 函数 
空间 决定 ,同时 , 右 端的 常数 0 与 * 无 关 ， 


fh= 2 max |f(x» 1, 


设 成 立 下 列 条 件 E: 
1) 当 #” > 0 为 偶数 时 ，S; 属于 C@2# 四 类 ; 当 为 奇 


数 时 ,5, 属于 CC 二 党 ) 类 ,一 1,2,3。0<1<1; 

2) jx, 让 在 名 内 属于 Bt"' 类 ,i 一 1, 2; 

3) 9i(z) 在 万 内 属于 Cm+2D 类 ,i 一 12; 

4) 对 第 一 边 值 问题 (D 而 言 , 当 ”为 偶数 时 ,Xi () 在 
7 内 属于 CG+t 曙 类 , 当 ， 为 奇数 时 ,Xi (人 属于 CC CD 
类 ;对 第 二 和 第 三 边 值 问题 (D 而 言 , 当 ”为 偶数 时 ,pi;Cz) 和 
Xz) 均 属于 C@- 芝 ) 类 。 当 = 为 奇数 时 ，p; 入 属于 
CC 人 全 (D 类 ,i 一 1,2,j 一 2i 一 1, 并且, P<<0,B>0; 

5) 当 为 偶数 时 ,5(z) 在 7 内 属于 CSGt 罗 类 ， 当 m 
为 奇数 时 ,CD 属于 CC 大 X7) 类 ; 

6) 当 ，” 为 偶数 时 ，2 (5 和 CD) 在 7 内 属于 Cc 鱼池 
类 , 当 ” 为 奇数 时 , 它 约 属于 C" "97) 类 ,i 一 1, 2， 并且， 
当 0<z* 和 了 时 ， 

20 二 0 

7) 问题 (D 在 了 e+z2(a) 中 是 协调 的 , 即 在 B+.2C8) 

中 讨论 CD 时 ,在 C&C0)， 0) G 一 1, 2, 3) 处 存在 py 5 
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$ 及 Xi 闻 的 所 有 必要 的 协调 关系 式 。 3 
。 当 条 件 瑟 成 立时 ， 问 题 (1) 有 唯一 的 属于 B+ 2CB) 的 
光滑 解 x 一 xz， w2), 而 且 


2 
zllao+>ixap 一 O (> la can + .él + ell 
i=1 w 


+ Dodom van + Dell ), 124) 


其 中 右 端的 模 数 | 大 ,ll 和 lxil| 要 依 的 奇 得 性 根据 条 件 
决定 ,同时 , 右 端的 0 与 * 无关. 
注 1 当 在 半 平 面 : 宇 0 上 有 有 "个 相信 的 曲 边 祷 形 时 ， 仍 
可 讨论 上 述 诸 边 值 问题 , 此 时 的 交界 条 件 可 有 2Cm 一 1) 个 . 
注 2 亦 可 讨论 各 种 混合 边 值 问题 ， 即 在 这 的 侧 边 上 给 
出 的 是 不 同类 型 的 边界 条 件 . 


第 二 节 具有 间断 系数 的 抛物 型 方程 


. ”回顾 一 下 我 们 在 研究 具有 光滑 ( 变 ) 系 数 抛物 型 方程 时 所 
走 过 的 道路 ,可 以 发 现 , 依 我 们 所 建立 的 理论 系统 和 所 使 用 的 
讨论 方法 而 言 ， 具 有 间断 系数 的 抛物 型 方程 与 光滑 系数 方程 
相 比 较 , 并 不 提出 什么 新 的 实质 性 困难 , 也 就 是 说 , 那些 研究 
光滑 系数 的 方程 的 方法 ,基本 上 也 适用 于 系数 间断 的 情形 .这 
里 ,我 们 简单 回忆 一 下 我 们 所 走 过 的 道路 ,对 今后 的 研究 是 非 
常 有 益 的 。 

最初， 我 们 详细 地 研究 了 各 种 热 势 的 性 质 。 并 且 , 应 用 热 
势 论 的 基础 结果 建立 了 热传导 方程 的 也 估 人 ;其 次 ;依靠 函数 
空间 C%2” 和 8 中 诸 内 插 公 式 ,建立 了 变 系数 抛物 型 方程 
的 先 验 估 值 ;最 后 ,在 先 验 估 值 的 基础 上 ,根据 压缩 映 象 原理 ， 
运用 参数 拓展 法 证 明了 一 般 抛 物 型 方程 光滑 解 存在 定理 ， 
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本 节 中 ， 我 们 仍 沿 上 述 顺序 逐步 深入 研究 具有 间断 系数 
的 抛物 型 方程 ; 但 是 , 那些 既 适用 于 光滑 系数 又 适用 间断 系 
数 的 推导 过 程 和 证 明 ,我们 均 不 予 重复 ， 而 仅仅 指出 在 使 用 这 
些 推导 和 证 明 时 应 注意 的 事项 . 


$1 具有 间断 系数 的 抛物 型 方程 的 光滑 解 
在 8 中 讨论 具有 间断 《〈《 变 ) 系数 的 抛物 型 方程 的 边 值 问 


题 : 
Liu = alx,D) 和 到 = f(x,2), (x, DE gs 
(2.1) 
Ln = os ) BE 一 De lss, (rs DE ps 
(2.2) 


ui(x, 0) = qi(*), 1 一 1 2 x€hkh; (2.3) 
Dl =uls  — wl = (0), el; C24) 


8 Ea F — Bt) Ou 
=t(), els (2.5) 


x 152— x Sa+， ; 

m= [se tp)|, 一 Dj 一 
1 一 1,2， 1€l; (2.6) 

其 中 四 axs 门 冯 m> 0. 
为 了 获得 问题 (1) 的 光滑 解 , 即 属于 B+25 Cg)Cn 之 0， 
0< < 1) 的 解 , 首先 指出 。 上 一 节 所 建立 的 估 值 (1.23) 可 
以 理解 为 先 验 估 信 , 即 任 取 两 个 函数 we B+22CB), (i 一 1， 
2) 将 它们 代入 到 方程 《2.1) 和 (2.2) 左 端 后 ， 得 到 两 个 函数 
f(x, 四 ,而 当 + 一 0 时 ,uw 取 值 为 pr(x)， 并且, 将 其 代入 
(2.4)，(2.5》 及 《2.6) 左 端 时 ， 相 应 地 得 到 Cz) ,Zz) 和 


?185， 


= B.C 


Ou 
) 8 


Ki) ,i 二 1,2。 这 时 ,w 一 Cus ww) 在 B"**2E) 中 的 模 与 
上 述 诸 函 数 在 相应 的 函数 空间 中 的 模 满足 估 值 (1.24). 

在 先 验 估 值 (1.24) 的 基础 上 , 使 用 上 一 章 第 一 节 中 的 方 
法 ( 即 先 讨论 aix, 2 满足 小 振幅 条 件 的 情形 , 然后 再 讨论 一 
般 情形 ), 可 以 获得 问题 (1) 的 如 下 的 先 验 估 值 : 

lula ap = OI + el + ll +l 
+ |Xl + wo), (2.7) 

其 中 


2 
Wo™ > a lui(x, 0 ， 


并 且 , 右 端 诸 模 数 要 依 被 取 模 函 数 所 在 函数 空间 而 定 . 

为 了 在 先 验 估 值 (2.7) 的 基础 上 对 问题 (ID 使 用 参数 拓 
假 法 ,需要 进一步 求 得 m 的 先 验 估 值 . 

在 下 一 段 中 , 我 们 证 明 , 对 问题 CD 的 属于 B%“*?(g) 的 
解 成 立 下 述 先 验 估 值 : 


2 2 
w= 0( Plenan + Dolereo ne, 
=1 71 


+ eles + Ice 和 + Do Molec )， 
08) 
其 中 有 映 的 0 与 * 无 关 . 
把 wm 的 估 值 (2.8 代入 《2.7) 后 ,我 们 得 到 问题 (1) 的 先 
验 舍 信 : 
laser sw = OCI + lo + 1 
+ El + xl. G9) 
根据 这 个 先 验 信 值 ， 再 应 用 参数 拓展 法 和 压缩 映 象 拓 
理 , 就 可 以 证 明 问题 (1) 有 光滑 解 ， 这 里 ,我 们 不 一 一 
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四 复 了 。 我 们 仅 指出 所 需要 使 用 的 函数 空间 及 引入 参 数 的 广 
法 . 
函数 空间 页 的 每 个 元 素 * 由 8 个 函数 构成 : 
er {fi fa, pi 2 5, 5 Xis X2) 
此 处 
fre BF), 
pie CINE), G1,2); 
当 z 为 偶数 时 , 5e C+ 和 (7D)，5e Cc 于); 
当 为 奇数 时 ,8€ C7), ce CC 革 由 (站 ; 
对 第 一 边 值 问题 而 言 , 当 ”为 偶数 时 ，Xie C+5 多 (1)， 
当 为 奇数 时 ,XE C77); 
对 第 二 、 三 边 值 问题 而 言 , 当 ”为 偶数 时 ，Xie C 守 于 7), 


s+1 人 


当 ” 为 奇数 时 ，Xie Cm 说 
同系 数 光滑 时 一 样 , 在 天 中 适当 引入 加 法 和 数 乘 运算 ,并 定 
义 范 数 后 , 天 便 成 为 一 个 巴 拿 赫 空间 .。 
由 问题 (D 所 确定 的 算 子 (具有 间断 系数 的 抛物 型 算 
于 ) 在 Bt22g) 和 太 间 工作 。 当 方程 (2.1) 和 (2.2) 为 热 传 
| 导 方 程 时 , 记 S 为 工 (具有 间断 系数 的 热传导 算 子 )。 由 于 上 
本 一 节 的 结果 , 工 的 逆 算 子 二- 存在 , 因此 , 引入 带 参数 的 算 子 
cS: 一 (1 一 z)ZL 十 rc 
了 后 ,可 以 将 经。 一 工 的 逆 算 子 沿 参数 = 拓展 到 r 一 >> 0， 
.然后 ,再 由 拓展 到 7 > 一。 由 于 先 验 估 值 (2.9) 成 立 ,有 某 
不 依 于 r 的 e> 0 存在 ,使 
Wa > 8 G=1,2,3...) 
对 所 有 的 i 均 成 立 , 因 此 ,经 ,的 逆 算 子 可 沿 参数 拓展 到 r=1， 
即 经 , = 双 的 逆 算 子 存在 ,也 就 是 说 ,问题 CI) 有 光滑 
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一 


解 .:: 
这 里 ,我 们 把 最 终 的 结果 写 出 来 . 
设 成 立 下 述 条 件 H: 
1) 条 件 互 中 所 有 条 件 均 成 立 ( 见 本 章 第 一 节 ); 
2) aix,1) € B65(B)，do > aix, t) > a0 > 0,i=1, 
2, 而 且 ， 
66 二 0 
当 条 件 五 成 立时 ， 问 题 (I) 有 唯一 的 属于 B+* Wg) 的 
光滑 解 # 一 (xm w2), 而且, * 满足 估 值 (2.9). 
注 1 除 上 述 两 个 区 域 中 的 间断 系数 问题 外 ， 用 我 们 的 
方法 尚 可 讨论 多 个 区 域 中 的 间断 系数 问题 。 
注 2 方程 (2.1)、(2.2) 中 均 可 增加 “ 低 阶 项 ” ,使 其 成 为 
Liu = ai(x, urs — us + bix, tux + cix, tu 
= f(x, ?), 
只 要 cr 二 0, 则 我 们 的 方法 仍然 有 效 。 
注 3 ”如同 在 本 部 分 第 三 章 第 二 节 注 3 中 所 做 的 一 样 ， 
还 可 以 讨论 某 些 “ 具 有 间断 系数 的 ” 拟 线性 抛物 型 方程 的 边 值 
间 题 , 即 代替 (2.1) (2.2) 可 讨论 下 面 的 拟 线性 方程 : 
Liu = ax, t, ts xz)trz 一 + Gilu, zz) = fi(x, 2), 
在 w 和 G; 满足 某 些 条 件 时 , 问题 (1) 仍 有 光滑 解 。( 见 第 二 
部 分 第 三 章 第 二 节 注 3》 


§ 2 问题 (D 的 解 的 最 大 模 的 先 验 估计 


现在 证 明 估 值 (2.8)。 我 们 假定 下 面 的 条 件 M 成 立 : 

1) Sie Ct j=1,2,3,0<1<1; 

2) oz EBENE), Ao 46>0, i=1,2; 
3) fi(x,D)E€ BoME), i=1,2; 

4) pix)€ CEDR), i= 1,2; 
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5) § (2) € CDCD; 


(0,1+2.) (0 424) 


6) “CDec ?DD, deC ?DD, 60>0; 


7) Xi (0) €E CHHCI), pl) € CHED, j=2i—1, 
1 一 1, 2， 8 和 10， pb; 0; 

8) “问题 0) 在 80.) 中 是 协调 的 . 

在 条 件 M 成 立时 ， 对 于 问题 (D 的 属于 B22(g) 的 解 z 
成 立 先 验 估 值 (2.8). 

证 明 : 

首先 指出 , 对 于 齐 次 的 变 系数 抛物 型 方程 (2.1) 和 (2.2》 
而 言 , 在 条 件 邓 成 立时 ， 在 相应 的 区 域 画 内。 极 值 原 理 及 极 
值 点 热流 方向 定理 有 效 . 

估 值 (2.8) 的 证 明 较 长 。 先 讨 论 问题 (D) 中 所 , py，。5 及 
Xi 均 为 零 的 情形 ,然后 再 讨论 一 般 情形 . 

iD 引 理 1 设 w == (ws w;) 为 下 述 带 间断 系数 的 抛物 
型 方程 边 值 问题 (ID 的 属于 B02(z) 的 解 : 


HH 2 
ae DS — 2 一 0， (zx, ) Eg; 
(2.10) 
2 
Law = qx» DS = Se =0, (x, 0) €g; 
cm (2.1D) 
wilx, 0) 一 0， x€ki, i=1,2; (2.12) 
[w]ls, = 0, i€l; (2.13) 
[|| 一 “(r)， i€1s (2.14) 
Ox Jls: 


Wwilsy = 0, j=2i—1,im1,2, tel; (2.15) 
我 们 证 明 , 对 间 题 (11) 的 解 必 的 最 大 模 下 述 先 验 估 值 成 
立 : 
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wo 一 max max |wi(x,1)) = Oto 一 max |¢(#) 1),(2.16) 
a o<t<T 


上 式 右 端的 O 与 双 及 “无 关 。 
证 明 . 为 证 明 估 值 (2.16), 先 在 区 域 吾 内 引入 一 个 辅助 
函数 z(x, 站 , 它 是 下 面 的 第 一 边 值 问题 (II 的 解 : 
qx, zzzz 一 az 一 0， Cr DE ga; (2.17) 
111)4z1s, = #1s, = 4A, 2€l; (2.18) 
zx50) = m(x) = decreao)ts-eo) x € has (2.19) 
其 中 4 为 某 正常 数 ， 


不 难 验证 ,问题 (UI) 的 解 在 再 有 对 * 连续 的 导数 至 . 


由 于 m(x) 和 4, 且 m(x) 只 在 (4K0)， 0) 处 取 值 4G 一 2， 
3), 因而 ,根据 极 值 原理 , zCx, 人 在 5, 和 5; 上 各 点 均 取 其 在 
五 中 的 正 的 最 大 值 4; 另 一 方面 ,由 热流 方向 定理 推出 


Oz Ox 
一 一 0 一 0 .20 
Ox |s: Sy Ox ls 二 2 


然而 32 在 号 和 5, 上 连续 , 且 
OzCy(0),0) _ dam(w0)) 0 
Or dx 2 


Oz(%3(0),0) = Mm 0 >0 
Ox dx 


所 以 ,有 常数 8 > 0 存在 ,使 
如 < (2:21) 
在 5; 上 处 处 成 立 ， 
到 |。 2 (2.22) 
在 5; 上 处 处 成 立 ， 此 外 ,由 于 (2.20)， 
lz1s, > 0, (2.23) 
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现在 讨论 问题 (ID. 由 条 件 〈2.13) 可 见 ，wi(xz: 幻 与 
wx(x， 中 在 5; 上 连续 相 接 ,因此 ,可 定义 区 域 5 内 的 函数 

w(x, A) = 他 er， D), (xs) EB; 

wiAzx3t), (x, EE. 

显然 , 当 5 半 0 时 ,在 g 内 w 关 0。 不妨 设 wlzx, 由 在 8 
内 有 正 的 最 大 值 。 由 于 w; 在 g; 内 分 别 满足 齐 次 方程 (2.10) 
和 (2.11)， 从 极 值 原理 看 出 ，w; 在 上 的 正 的 最 大 值 或 在 
+ 一 0 时 或 在 5;(j 一 1,2, 3) 上 达到 ， 从 (2.12) 可 见 , 这 些 
最 大 值 不 可 能 在 上 一 0 时 达到 ; 另 一 方面 ,由 于 热流 方向 定理 
和 (2.15), 这 些 最 大 值 不 可 能 在 SG 一 1, 3) 上 达到 。 因 此 ， 
wi 在 鲍 中 的 正 的 最 大 值 在 5; 上 一 定 达 到 。 由 于 wx, 在 
EB 内 连续 ,显然 ,上 述 最 大 值 就 是 在 z 内 的 最 大 值 . 

讨论 辅助 函数 


hlx, 1) = DbysCx, 1) 一 wx, 1), D=—, 
26 


其 中 5 由 条 件 M 决 定 。 我 们 证 明 , 在 瑟 内 ， 
h(x, 2) 0. (2.24) 
我 们 用 反 反 证 法 证 明 (2.24)， 倘 若 (2.24) 不 成 立 , 则 必 
有 一 点 poCxos 0) € 使 h(x，, 人 在 po 处 达到 其 在 五 内 的 负 
的 最 小 值 ， 然 而 ,容易 验证 ,在 g; 内 
axx, hrs — hs, = 0, 
所 以 ,在 天 内 对 hCx, 四 极 值 原理 成 立 。 又 考虑 到 
hlx, 0) = Diom(x) > 0, 
知 h(x, 在 无 内 负 的 最 小 值 不 可 能 在 针 中 达到 ; 另 一 方面 ， 
由 于 (2.23)， 
lp|s, = Diolsz > 0， 
因此 ,根据 热流 方向 定理 知 , h《x, 四 在 五 内 的 负 的 最 小 值 不 
可 能 在 S; 上 达到 。 总 之 ,A《x, ) 的 负 的 最 小 值 一 定 在 3 上 
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达到 . 
因为 z1s, 一 4, 所 以 ,在 4 取 S: 上 负 的 最 小 值 处 poCxo， 
4)，w 取 正 的 最 大 值 , 它 亦 是 w, 在 到 内 的 正 的 最 大 值 : 
wapo) 一 wi(po) = wpo). 
显然 ,此 时 , 如 > 0。 根据 热流 方向 定理 ， 
auwxpD| yo, wlps) 


Br 15+ Di ls 由 
这 时 ,由 (2.14) 看 出 ,在 如 处 ， 
B.C4) Spe) | 一 5o， [ec 2 < 各 
Oxr 1s Br lst 
(2.25) 


另 一 方面 , h(x, ?) 在 po 处 达到 其 在 名 中 的 负 的 最 小 值 
按 热流 方向 定理 ， 


929)| >o, 
Br Isr 
即 、 
De Oz(po) Sp Owapo) | 
”Br lst Ox ls+ 
由 此 ,根据 (2.21) 得 到 
Ow(po) > 包 ， 
Ox ls+r 6 
所 以 ,在 ps 处 应 有 
[ec esc > | 2ectw) | ts 
Br ls+ Ox lst 


此 与 (2.25) 矛盾 。 矛盾 是 由 反 证 假定 引起 的 。 因此, (2.24) 
在 二 内 恒 成 立 ,由 此 得 证 引 理 1. 

iD 引 理 2 设 v=(w, v2) 为 下 述 带 间断 系数 的 抛物 型 
方程 的 属于 B*“*《z) 的 解 : 
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Livi = 0, (x, 12) Eg; C2.26) 


Lzv; = 0， (x, DE g2; (2.27) 
vi(x, 0) = 0, rE€ki, i=1,2; (2.28) 
QVA Lv]ls, = #2), 2€l; (2.29) 
日 全 | 辐 过 0, el; (2.30) 
livi]s;=0, j=2i—1,i=1,2,+€1; {2.31) 

此 时 ,对 ”下 述 先 验 估 值 成 立 : 
Wo pe ner. lviCx, | = Ollewb), C2.32) 

上 式 右 端的 0 与 及 二 无 关 . 

证 明 : 由 (2.28) 和 (2.29) 看 出 ， 
#(0) = 0; 


从 (2.28), (2.26) 和 (2.27) 可 以 得 到 
EC0) En d{[v] |s,} = (0, 
dr 


te0 

这 样 , 下 述 光滑 系数 抛物 型 方程 的 边 值 问题 在 B®'2(&) 
中 是 协调 的 : 
Lv, = 0， Cx, DE pg; 
v(x,0) = 0， x Ekz; 
vals, = (0), sel: 
l52|s, = 0, i€l; 

根据 本 部 分 第 二 章 第 二 节 的 结果 ， 对 问题 (V) 下 列 先 验 
估 值 成 立 : 


CV) 


(22)o 一 max [Cx» 2)| = 0(6€,), (2.33) 
同时 ， - 
max 2 = odlsll). (2.34) 
2 > 
现在 ,把 问题 QV》 的 解 写成 和 的 形状 : 
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乡 一 了 十 疙 一 (ziy 22 + D2), 
其 中 丈 为 问题 (V) 的 解 。 这样 ,zx 二 (zi, z2) 满足 下 面 的 边 
值 问题 (VD: 


Liz 一 0， CryDE83 
Lz = 0， x, € gz5 
zi(x, 0) 一 0， x€Ekisi = 1,2, 
CVD,) [Lz]];s, = 0, 1€l; 
| 2, 
一 到 一 凡 一 一 1€l; 
Br Ox |ss+ ” 


Lzils = 0, j=2i—1,i=1,2, tel; 


根据 估 值 (2.34), 按 引 理 1 可 写 
OD, 


Ox 


oOcicT 


a 


20 一 max max lzix, 2)| 一 0 (max 
本 


Oz, 


一 om max | ) 一 oa. 


因此 ,再 考虑 到 (2.33), 最 后 得 到 
vo < zo + (2) = Osllag )» 
即 证 得 (2.32)， 
ii) 估 值 (2.8) 的 证 明 . 
现在 ,我 们 应 用 引 理 1 和 2 证 明 估 值 (2.8)， 为 此 设法 简 
化 问题 CD。 


令 
省 一 pi(daC0)7， i= 1,2; (2.35) 
ei = aipa(0), Opr C0)) + pA PSO)) 
— f(g:(0), 0); i = 1,2, (2.36) 
考虑 下 面 两 个 光滑 系数 的 抛物 型 方程 的 边 值 间 题 : 
“194° 
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az 仆人 几 — fx, DC 
Ox: 


CVID 9y1Cx, 0) = p(x), x Eh 
yils, = dit + ers t€l; 
lyils, = Xi(#) » 1€ls 

A DEE -De Degs 
VIID yx, 0) = gp2(x), x € Ra; 

yjs 一 dt 十 ec， 1€l; 

lyzls, = XC) , 1€1. 


不 难 验 证 , 由 于 di 和 ;的 选择 , 问题 (VII 和 《VIIT) 分 
别 在 B22&) 和 BB) 中 是 协调 的 。 因此 , 根据 本 部 分 
第 二 章 第 二 节 的 讨论 ,对 它们 下 述 先 验 估 值 成 立 : 

yn 一 max| yiCx, D1 = od + lpill + Xll), C2.37) 


max [92| = oC + lp + Ml) 《2387 
zi Or 
《2.37)、《2.38) 右 端 诸 模 数 依 条 件 M 决 定之 . 
现 设 
Ri= w— Yis 
则 Ri 满足 下 述 边 值 问 题 : 
LR = 0, (x, Eas 
LR; = 0， (xz, € g2; 
RiCx, 0) = 0, x€Eks i 1,2; 
(IX) [R]}s,.= 8 ~ [y]|s, = §, ztE 73 
5 28| 一 忆 一 [2] =L, tél; 


URils=0, j=2i 1,i=1,2, tél; 
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此 后 ,再 写 

Ri = wi + vi, i=1,2, 
此 处 wi 为 当 “ 上 一生 时 的 问题 (ID 的 解 ，vi 为 当 $ 二 5 时 的 
问题 (IV) 的 解 . 

这 样 , 我 以 可 应 用 引 理 1 和 引 理 2 于 wi 及 vis 从 而 获得 
它们 的 最 大 模 的 先 验 估 值 ， 再 考虑 到 (2.37) 和 (2.38), 就 可 
以 证 明 (2.8) 的 正确 性 . 这 里 ,我 们 不 详细 讨论 了 . 

综 上 所 述 , 我 们 把 问题 (1) 的 解 写 成 问题 (IX) 的 解 及 问 
题 (VII) 和 (CVIIT) 的 解 之 和 ， 再 把 问题 〈IX) 的 解 写 成 问题 
《ID 和 问题 (IV) 的 解 之 和 ,然后 , 又 把 问题 (IV) 之 解 写成 问 
题 (V) 及 (VI) 之 解 之 和 .这样 ,我 们 把 问题 (TD) 分 解 为 两 个 
带 间断 系数 的 边 值 问题 及 三 个 光滑 系数 方程 的 边 值 问题 ,在 
此 过 程 中 ， 使 所 有 的 边 值 问题 在 B80,Xg) 或 在 B*.W5) 中 
保持 协调 性 ， 

注 : 当 亏 ;为 一 般 带 有 ”“ 低 阶 项 ”的 抛物 型 方程 时 , 即 

Liu 一 aitrr 一 Wi 十 biur 十 cu = fi 
上 时 , 估 值 (2.8) 仍 成 立 ,此 时 要 假定 5 及 c; 属 于 Bo2(5) 类 ， 
而 且 ,在 天内 ce < 0, i 一 1,2 
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附录 一 ” 强 极 值 原理 的 证 明 


强 极 值 原理 ” 设 区 域 8 为 (x, 四平 面 上 由 两 条 不 相交 的 
曲线 5 及 5, 和 两 条 直线 :一 0 及 :二 7 所 界 的 曲 边 梯形 . 若 
g 上 的 热传导 函数 xz, ) 在 8 某 内 点 加 一 (xu 0) 处 达到 
最 大 值 

mazw 一 u(xo, to) 一 M， x0, to) € g» 
(或 最 小 值 minw 一 u(xos 10) 一 m) 则 
u(x, lic, = Mlulie, = m),(x, 1 E go 

为 证 明 强 极 值 原理 , 需要 对 函数 * 在 po 附近 的 情况 进行 
深入 细致 的 分 析 。 这 个 证 明 较 长 ,在 讨论 三 个 辅助 引 理 后 ,我 
们 再 用 反 证 法 证 明 强 极 值 原理 . 

引 理 1 设 在 任 一 平面 区 域 8 内 

Lu=u,— ur=0 (或 二 0)， 
则 函数 x(*, 2 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 不 能 在 8 内 出 现 . 

证 明 : 

若 有 PEsg 使 

mx 一 xpP) 一 M， 
则 在 Po 处 
uz = 0, Uzxs < 0, u > 0,> 
因而 
Lu lp, 之 0， 
这 与 引 理 假 设 矛盾 ! 类 似 地 证 明 最 小 值 的 情形 . 
引 理 2 设 w《x, 人 为 任 一 平面 区 域 8 上 的 热传导 函数 ， 


ims 


在 8 内 某 点 一 《xo, to) 达到 最 大 值 
mx & 二 wu(Po) 一 M( 或 最 小 值 min zx 一 zx(Po) 一 mm)。 
所 


若 有 一 边界 为 了 的 圆 c, 使 Pe T 和 在 “内 
ulP)<ulP), (ulP)>ulP)), PEec， 

则 此 圆 中 心 模 坐 标 必 为 x 二 xo， 即 Po 点 或 为 加 < 的 最 高 点 ， 
或 为 园 。 的 最 低 点 . 

证 明 : 

不 妨 设 T 上 只 有 唯一 的 一 点 P, 使 

u(P) = u(P,) 

在 内 除 P 点 外 恒 成 立 , 否则 , 可 做 一 在 Po 点 内 切 于 贺 c 的 
小 圆 来 代替 圆 <。 其 次 , 还 可 假设 坐标 中 心 在 “ 的 圆心 处 , 并 
只 讨论 max 的 情形 . 

我 们 用 反 证 法 证 明 引 理 2。 如 果 Po 点 不 是 “ 的 最 高 点 或 
最 低 点 ,那么 , 则 可 以 Po 为 心 做 一 圆 c,€ g, 使 其 边界 T 与 * 
轴 不 相交 . 

讨论 辅助 函数 

一 co 一 en 

玉 为 ec 的 半径 ,aa>0, 刀 一 妇 十 靖 

显然 ;在 < 内 ”> 0; 在 5 外 "<0; 在 FT 上 "|r=0; 当 
“足够 大 时 ,在 c 内 可 使 

Lv = —e-"(40x + 20t— 2¢) < 0, 

这 是 因为 c: 与 : 轴 不 相交 , 当 “ 足够 大 时 ,上 面 的 关于 0 的 
二 次 多 项 式 中 4w?x? 为 主 项 。 

再 讨论 辅助 函数 

w=#+ Ey, é>0. 

因为 在 4 内 Lv 二 0，Lw 一 0, 所 以 , 在 c: 内 ,ZLw 一 0. 
当选 择 s 足够 小 时 ,可 使 wlr, 二 M. 

事实 上 ， 记 在 = 内 的 部 分 为 五 ， 由 于 在 。 内 KRPo)> 
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uCP) 和 Ti 为 一 闭 集 , 故 有 6 > 0 使 
«lr <M—$ 

当 s 足够 小 时 ,可 使 ev < 8, 因而 w|r < M; 在 一 Ti 上 ， 
"一 0, 故 2 -rm < M. 

在 斑点 "一 0， 因 之 w(CPu) 一 xCPo) 一 M, 即 w 只 在 a 
的 内 点 书 处 取 最 大 值 ,然而 ,在 ci 内 Lw 二 0, 这 与 引 理 1 相 
矛盾 。 所 以 , P, 点 必 是 圆 。 的 最 高 点 或 最 低 点 . . 
” “推论 ， 从 上 述 证 明 中 容易 看 出 ,如 果 。 不 是 圆 而 是 精 圆 ， 
那么 引 理 2 仍 成 立 , 即 P 应 为 李 贺 c 的 上 顶点 或 下 顶点 . 

引 理 3 ” 设 热 传导 函数 在 任 一 区 域 8 的 内 点 P。 上 取得 
最 大 值 

tn u《P) 一 M 《或 最 小 值 ming = u(Po) = m), 


” 则 在 z 内 


zj 一 M (cj 一 办. 
证 明 : 
我 们 仍 使 用 反 证 法 . 设 在 & 内 直线 段 : 一 4 上 有 某 点 0， 
使 uCP,) > un(8)。 由 于 “的 连续 性 ，{x(Po) 一 M ) 为 一 闭 
集 ，9 点 到 此 集 之 距离 大 于 零 ， 因 而 在 PP 和 2 间 可 找到 第 一 
个 点 Pi, 使 在 Pl 和 8 间 恒 有 
ulP) < ulP,) = uP), 
记 0' 为 P.O 之 中 点 . 不等式 
u(P)< upP)=M (*) 
可 在 过 0” 垂直 于 PO 的 某 小 闲 直 线 惨 4B 上 恒 成 立 ， 此 处 
A0’' = BO '. 
现 过 48 做 半 轴 为 48B/2 的 椭 贺 ， 当 其 第 二 半 轴 充分 小 
时 ,由 x 的 连续 性 推 得 ,不 等 式 (*) 可 在 此 椭 贺 上 恒 成 立 ， 此 
后 , 保持 椭 贺 第 一 半 轴 48/2 不 动 , 我 们 不 断 加 大 第 二 半 轴 。 
使 椭圆 逐渐 "膨胀 ”， 不 难 想像 ,在 这 种 "膨胀 "的 过 程 中 ,迟早 
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能 在 某 酉 圆 上 找到 一 点 P， 使 #《P) 一 w(P). (至 迟 可 取 
通过 4BP,9 的 枯 贺 为 ， 这 时 可 选 P 为 P'; 但 是 , P 完全 
可 能 提前 在 某 一 个 第 二 半 轴 小 于 P.0/2 的 椭 团 上 找到 .》 显 
然 ,P 关 A4,P 基 BB. 

这 时 ,我 们 得 到 : 热传导 函数 x 在 Pe g 处 取 最 大 值 , 而 
在 椭 团 上 , uCP) < wu(P”) 一 M， 并 且 ,P 为 E 的 边界 点 . 根 
据 引 理 2, P 必 为 五 的 上 项 点 或 下 项 点。 但 是 ， 上 面 已 经 证 
明 P' 尖 4。P 关 B。 这 种 矛盾 是 由 于 反 证 假设 引起 的 ， 于 
是 , 引 理 3 得 证 . 

下 面 ， 我 们 借助 这 三 个 引 理 用 反 证 法 证 明 强 极 值 原理 . 

强 极 什 原 理 的 证 明 . 

由 于 站 中 :二 入 部 分 为 有 限 闭 集 ， 它 可 以 为 矩形 有 限 复 
盖 , 所 以 , 不 妨 设 巴 是 下 内 某 矩形 疡 的 上 底 边 的 一 个 内 点 ,而 
证 明 * 在 D 内 取 常 数值 M。 其 次 ,不 妨 设 D 的 两 边 为 坐标 
轴 . 

， 若 强 极 值 原理 不 成 立 ,那么 , 在 D 内 必 能 找到 一 点 Pi, 使 
WAP) < uP) 一 M 。 
这 时 ,由 于 «的 连续 性 ， 必 能 在 直线 自 PP。 上 找到 第 一 个 点 
9, 使 #9) 一 M 和 wx(P) < wx(9) 在 PO( 包 括 Ps 不 包括 9) 
上 恒 成 立 . | | 

经 PL 和 0 引 两 条 平行 矩形 了 的 上 底 边 的 直线 ,它们 与 
的 两 侧 边 相交 后 构成 新 的 矩形 Di。( 见 图 三 ) 根 据 引 理 3, 在 
Di 的 上 底 边 x = M。 现 在 证 明 ,在 D, 的 内 部 wx < M. 

事实 上 , 设 有 一 点 Pe Di, 使 x(P)) 一 M， 这 时 ,过 引 
平行 于 * 轴 的 直线 。 根据 引 理 3，* 在 这 条 直线 属于 记 的 部 
分 上 取 常 数值 M。 然 而 ,此 直线 必 与 P.O 相交 ,相交 处 仍 
取 M 值 ,这 与 假定 8 为 直线 段 PP， 上 第 一 个 使 * 取 M 值 的 点 
想 矛盾， 所 以 ,在 整个 D, 内 部 :< M。 | 
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2 


us<=M. 


根据 * 的 连续 性 ,我 们 可 在 D, 内 做 一 更 小 的 矩形 D;, 使 
D, 的 上 下 底 边 的 一 部 分 为 D; 的 上 下 底 边 , 并 且 , 在 D; 内 部 
及 其 下 底 边 和 侧 边 上 « < m, 而 在 其 上 底 边 4 二 M. 
现在 ,保持 坐标 轴 方 向 不 变 ,把 坐标 原点 移 到 0 下方; 使 
2 的 坐标 为 0 二 (0, R). 
在 圆 < 
R?*—x—te=0 
内 讨论 辅助 函数 
y= RI— x — A 
显然 , 在 < 内 " > 0; 在 < 的 边界 < 上 w 一 0; 当 R 足 够 大 
时 ,在 太 ; 内 
Ly=2—2:<0(. EA 
记 D; 与 c 之 交集 为 E， 其 边界 为 T。 在 E 内 再 讨论 辅助 函 
数 
Ww 二 4+ Ev, 0 
显然 , 在 E 内 Lw 一 0。 根据 引 理 1, w 在 主 上 的 最 大 值 只 
能 在 了 上 达到 .。 T 是 由 两 部 分 组 成 的 ; 一 部 分 是 c 的 一 段 
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弧 ， 在 这 段 弧 上 “= 0，x 的 最 大 值 即 zw 的 最 大 值 在 2 处 达 
到 , w《0) 二 u(0) 一 M， 在 除 0 的 其 它 点 处 ww 二 M; 另 一 
部 分 是 D; 的 边界 ， 在 这 些 地 方 # 二 M， 然而 ，* 是 连续 
的 , 故 在 这 部 分 上 w < M 一 5，5 > 0 为 一 正 数 , 因此 , 可 
取 充分 小 ,使 在 这 些 地 方 er<5, 这 样 ,在 这 些 地 方 <M. 


所 以 , 当 * 足够 小 时 ，w 只 在 8 点 达到 其 在 区 域 上 的 最 大 :: 


值 : 


maxw 一 max&w 一 ww) 一 x2) 一 M. 


这 时 ,在 2 点 应 有 


Ow > 0, 
oar 
即 
名 十 ep > 0, 
或 
到 2et> 0; 
” 另 一 方面 , 因 * 在 0 处 取 最 大 值 , 故 
trzlo < 0. 
这 样 ， 
Lulo =ulo 一 xxzjo > 0。 
这 与 x 为 热传导 函数 的 假定 相 矛 盾 ， 
强 极 值 原理 证 毕 。 
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附录 二 ” 泛 函 分 析 的 一 些 基 础 知识 


$1 巴 合 赫 空间 


(1) 线性 空间 

设 M 为 一 元 素 集合 , * 和 y 为 M 的 任意 两 个 元 素 , 4 为 任 
意 实数 。 如 果 能 在 M 内 定义 元 素 的 加 法 运算 x 十 y 和 元 素 的 
数 乘 运算 ax, 使 * 十 》 和 ex 仍 为 M 的 元 素 , 并且, 加 法 运 镀 
和 数 乘 运算 满足 下 列 七 项 规律 : 

1) z+y=y+x; 

2) zx 二 (十 z) 一 (xz 十 》) 十 23 

3) ea 人 xz 十 7) 一 ax 十 ay3; 

4) (at+b)r = axt br; 

5) albx) = (ab)x; 

6) lr=x; 

7) 若 x 十 y=x 十 z, 则 y=2; 
《其 中 z 为 M 的 任意 元 素 ，4。 为 实数 ) 则 称 M 为 一 线性 空间 ，. 

任何 线性 空间 中 ， 所 有 元 素 与 数 “0” 的 乘积 都 是 此 空间 
中 同一 个 元 素 , 它 被 称 为 零 元 素 9. 

(2) 赋 范 空间 

如 果 线 性 空间 M 中 任意 元 素 * 按 一 定 法 则 均 能 与 一 非 负 
实数 xl 相对 应 ,同时 ， 

ID loll=0, 且 当 x* 冯 9 时 , lxll > 05; 

2) x+yll< lzll + llylls 

3) llaxll = |alllxll, 
《其 中 > 为 M 的 元 素 ,。 为 实数 ) 则 称 M 为 一 赋 范 空间 ,xl| 称 
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为 + 的 范 数 或 模 ( 数 ). 
， 若 线 性 空间 M 有 两 种 赋 范 方法 4 和 B , 使 对 M 的 任意 元 


素 * 均 成 立 
killzxlls < xlls < allzlls, 

并 且 , 正 常数 名、 钱 与 * 无 关 , 则 称 上 xll4 和 zl 为 M 中 的 两 
个 等 价 范 数 . 2 

(3) 巴 拿 赫 空间 

设 {z。}-Cz 一 1, 2, 3…) 为 线性 赋 范 空间 M 的 元 素 >。 
所 组 成 的 无 穷 序列 .- 若 有 ze M , 使 得 当 # 一 co 时 ， 

lz 一 zl 一 0， Cn 一 co) 

则 称 zi 为 序列 {x。} 的 极限 , 记 作 


z= lim{xe). 
不 难看 出 , 当 
x = lim{x,) 
时 ,对 任 给 。 > 0, 必 能 找到 相应 的 ,使 
lxm—zxsll<e, m,n>N. (2.1) 
如 果 序 列 {x} 满足 条 件 (21)， 则 称 其 为 M 中 之 基本 序 
列 . 显然 ,M 中 任何 有 极限 的 序列 均 是 基本 序列 ; 反之 , M 中 
的 基本 序列 不 一 定 都 在 M 中 有 极限 . 
涯 线 性 卫 范 空间 中 任何 基本 序列 的 极限 从 属于 该 空间 ， 
则 称 此 空间 为 完备 空间 . 
完备 的 线性 赋 范 空间 称 为 巴 合 赫 空 间 。 


$2 算 子 


今后 , 除 特别 声明 外 ,我 们 只 讨论 巴 氏 空间 ， 设 有 两 个 巴 
氏 空 间 M 及 M'。 若 有 一 对 应 4， 人 与 M 中 
确定 的 元 素 * 相对 应 , 即 
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x = Ax, 
则 称 4 为 由 M 作 用 到 - 计 ' 的 一 个 算 子 ; 或 称 4 为 定义 在 M 中 
的 一 个 算 子 ， 
设 x 和 ?为 空间 # 中 任意 丽 个 无 过 a 为 任意 实数， 4 为 
定义 在 M 中 的 一 个 算 子 .. 若 
2 ACx+y)=ArtAy, 
A(ax) = alAx), 
则 称 4 为 可 加 算 子 ， 
若 算 于 4 满足 关系 式 
s x*= Ax, 
则 称 4 为 恒 等 算 子 。 并 记 为 E. 
如 果 算 子 4 所 建立 的 M 与 M“ 中 元 素 的 对 应 
x = 4x (2.2) 
是 相互 一 一 的 , 即 当 x 关 x 时 ， 
ANi= x = A 
这 时 ， 可 以 讨论 由 (2.27 所 确定 的 M" 的 元 素 x" 与 M 的 元 素 
* 的 对 应 关系 4 即 
x = A-ix’, 
它 称 为 4 的 逆 算 子 。 显然 , 当 4 为 可 加 算 子 时 , 4: 亦 为 可 加 
算 子 . 
设 4 和 为 定义 在 空间 M 中 的 两 个 算 子 > “ 为 任意 实数 ， 
x 为 M 中 的 元 素 。 “ 算 子 的 加 法 与 数 乘 定义 如 下 : 
二 (4 十 B)xz 一 4xz 十 Bxry 
(ad4)xz = a(Ax). 
设 4 为 由 空间 M 作 用 到 M” 的 算 子 ，8B 为 由 MM 作用 到 
M” 的 算 子 。 算 子 4 和 了 3 的 乘法 定义 为 
~ (BA)x = B(Ax), 
积 算 于 B4 由 M 作 用 到 M”"。 容易 看 出 ， 当 4 和 8B 均 为 可 加 
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了 


筑 子 时, 则 Ba 亦 为 可 加 算 子 显然 
RN AA=AAd1=E. . 
此 外 ， 不 难 验证 , 算 子 乘法 满足 结合 律 及 分 配 律 : 
人 《4BD)C 一 4CBC)， 
4(B 十 C) 一 4B8 十 -4C。 


设 4 为 由 空间 M 作 用 到 空间 M' 的 算 子 ,x 为 M 中 的 元 


素 , 若 
] Azxllu, 
ex lxlly 
为 一 有 限 数 ， 则 称 其 为 算 子 4 的 模 , 并 记 作 上 141。 这 里 lxll 
表示 在 空间 M 中 取 模 , |4xllw 表示 在 空间 M' 中 取 模 。， 
当 算 子 4 有 模 时 ,可 写 
laxll < lI4llllall. 


$3 压缩 映 象 原理 及 其 推论 


定理 (压缩 映 象 原理 ) 设 4 为 由 巴 拿 赫 空间 M 作 用 到 M 
的 有 模 算 子 , 若 
4l < 1， 
则 M 中 有 唯一 的 元 素 * 满足 关系 式 
A¥ = x, 
而 且 ,* 是 序列 
{zon Axs} (n=1,2,3,..°) 
的 极限 ， 其 中 元 素 +, 是 M 中 任意 一 个 元 素 . * 称 为 算 子 4 的 
不 动 点 。 
证 明 : 
因为 
xan 一 xz 直 一 由 4xe 一 4xs 下 和 14 册 zx。 一 xs-ly 
所 以 ， 
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Nxsn 一 xoll < 14 下 zx 一 xl (z=1,2,3...) 
这 时 ， 
中 zx。 一 zall < les 一 za 十 和 zs 一 zt 十 
+ lzm 一 xn- 
委 |4 + 4+ al 
< al 
1— lall 
由 于 114l < 1, 故 {x,} 为 一 基本 序列 。 另 一 方面 , 从 M 的 完 
备 性 知 ,有 ze M, 使 


x 一 zj. 


limx, = *. 


这 时 ,在 等 式 

Kari™™ Axs 
两 端 取 极限 得 

莹 一 Ax, 
即 证 明了 z 为 算 子 4 的 不 动 点 。 

现在 证 明 不 动 点 是 唯一 的 。 设 另 有 一 不 动 点 号 

t= Az. 

这 时 ， 
皮 一 区 一 用 在 一 4 入 于 一 到 
即 
《1 一 人 4IDIE 一 到 一 0。 

因此 ， 


虐 一 妈 一 0， 
即 # 一 x = 6, 由 此 推 得 与 * 重合 ， 
注 : 从 上 述 证 明 过 程 中 可 见 , 若 算 子 4 满足 条 件 
Ax — Axall < allx: — xall, 
其 中 0 过 a 二 1, x 和 x 为 M 中 任意 两 个 元 素 ， 则 对 算 子 4 
可 应 用 压缩 映 象 原理 。 
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推论 设 4 为 由 巴 拿 赫 空 间 M 作 用 到 M 的 算 子 ,并 且 ， 
lal<1. 
这 时 , E 十 4 有 逆 算 子 CE 十 4)7. 
事实 上 ,对 任意 给 定 的 元 素 7e M 讨论 方程 
yy 三 x 十 Ax 
或 者 
my dy 
它 的 解 确定 了 逆 算 子 ( 十 4)7!. 记 
Bxz 一 》 一 4xry 


则 当 y 给 定 后 ,可 对 算 子 8 应 用 压缩 映 象 原理 .实际 上 , 设 


和 x*; 为 M 中 任意 两 个 元 素 , 有 
lBx 一 Bxill = Ax 一 Axll < al 一 xall. 
这 时 , 根据 压缩 映 象 原理 知 ， 算 子 妃 有 唯一 的 不 动 点 ze M， 
使 
Bx 一 zy 

即 

y— Ax=*, 
或 者 

yy 二 + 二 + Ax, 
y 和 = 的 对 应 关系 确定 了 E + 4 的 逆 算 子 。 
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